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Uvodem

Tato ucebnice je vénovana dulezité oblasti matematiky, linearni al-
gebte. Je urcena predevsim vysokoskolskym studentum prvnich ro¢niku
nematematickych obort, ale muze byt vhodnou pomtckou i pro studenty
prirodovédnych gymnazii a dalsi zdjemce o matematiku. Je zamérena na
srozumitelné vysvétleni postupt prfi feseni ruznych typu tiloh a je vhodna
nejen pro studenty denniho, ale i kombinovaného studia.

Probirané ucivo je rozdéleno do deviti kapitol. V kazdé naleznete nej-
prve strucny piehled zakladnich poznatku z teorie, nasledovany resenymi
priklady s podrobnym komentarem a vysvétlenim postupu vypoctu. Me-
todické zpracovani odpovida tomu, ze linearni algebra je ¢asto naplni jiz
1. semestru, proto se zde nevyskytuji ulohy, které by vyzadovaly vétsi
znalosti z matematické analyzy. Zajemce o podrobnéjsi vyklad teorie
[1], [2]. Mou snahou bylo zahrnout do uc¢ebnice vsechna zakladni témata
linedrni algebry probirana na nematematickych oborech vysokych skol
a poskytnout studentium rozsahly soubor fesenych tloh vhodnych pro
pripravu na seminare a pisemné testy.

Text vznikl na zakladé mych dlouholetych zkusSenosti s vyucovanim
matematiky na Technické univerzité v Liberci, na Fakulté prirodovédné-
humanitni a pedagogické. Prakticka forma e-knihy umoznuje mit ji stale
pfi ruce — ve Ctecce, na pocitaci, v tabletu ¢i v mobilu.

Veérim, ze tato ucebnice prispéje k lepSimu porozumeéni probirané
latky a ke snazsimu zvladnuti Vaseho studia.

autorka

P.S. Vriele doporucuji si uvedené priklady nejen precist, ale také si je
vypocitat, s prubéznou ¢ zavérecnou kontrolou vysledku i postupu

reSeni. /oo
=
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1. Aritmetické vektory

Definice 1.1. Aritmetickym  n-rozmérnym  vektorem nazveme
uspordadanou n-tici realnych cisel.

Vektory znacime: wu = (ug,ug, ..., uy,), u; € RVi=1,...,n,
o= (0,0,...,0) ... nulovy vektor.

Zdkladni operace s aritmetickymi vektory

Méjme vektory u = (ug,ug,...,uy),v = (v1,V2,...,0,) a Cislo ¢ € R.
Zavedeme:
e Soucet vektoru u a v: u—+v = (ug + vy, Us + Vo, ..., Uy + Vy).

e Redlny nasobek vektoru u ¢islem ¢: cu = (cuq, cug, . .., cuy).

Definice 1.2. Méme n-rozmerné aritmetické vektory uy, us, ..., us.

Linedrni kombinaci téchto vektoru nazveme vektor z, pro ktery plati:
k

Z=cCuy] + cus + ...+ cpup = g cu;, ¢ € R.
i=1

Realnda ¢isla ¢; z definice se nazyvaji koeficienty linedarni kombinace.
Jsou-li vSechny koeficienty nulové, pak se linearni kombinace nazyva
trividint a jejim vysledkem je nulovy vektor.

Linearni zavislost a nezdvislost vektoru

Linearni zavislost a nezavislost je dulezitou vlastnosti skupiny vektort.

Definice 1.3. Aritmetické vektory uq,us, ..., u; se nazyvaji linedrné
zawslé, jestlize existuji cisla ci,co,...,c. € R, z nichZ aspon jedno je
nenulové, a pritom

c1u1 + cou9g + ... + cpup = o.
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V opacném pripadé se vektory nazyvaji linedrné nezduvislé.

Véta 1.1. Vektory jsou linedrnée zduvislé, pravé kdyzZ lze aspon jeden
z nich vyjadrit jako linedrni kombinaci ostatnich.

Z této véty plyne, ze linearné zavislé jsou skupiny vektoru, kde jeden je
nasobkem jiného, jeden je souctem jinych, kde je obsazen nulovy vektor
apod. Z nasledujici véty vyplyva, ze zavislé jsou vektory také tehdy, kdyz
je jejich pocet vétsi, nez kolik maji slozek.

Veéta 1.2. Je-li k n-rozmernych vektori a k > n, pak jsou vektory
linedrné zdvislé.

Obecné se linedrn{ (ne)zdvislost zjistuje:
a) feSenim rovnice z definice — rovnice pro vektory se rozepiSe podle
jednotlivych slozek a ze vzniklé soustavy rovnic se vypocitaji ¢isla c;.

Pak plati, ze vektory uq, uo, ..., up jsou
k
e linedrné zdvislé, jestlize J¢; #0, ze > cu; =0,
i=1

k
e linedrné nezavislé, jestlize > cu; =0 =¢=0Vi=1,... k.
i=1

b) vyhodnéji pomoci hodnosti matice (viz kapitola Matice).

Ptidame-li do skupiny linearné zavislych vektoru dalsi vektor, bude nova
skupina linearné zavisla. Odebereme-li ze skupiny linearné nezavislych
vektori néktery vektor, zustane skupina linedrné nezavisla.

Poznamka

Dvojrozmérné vektory muzeme graficky znazornit v roviné orientovanou
useckou z bodu [0,0]. Dva linearné zavislé vektory jsou rovnobézné,
dva linedrné nezavislé vektory ruznobézné. Analogicky lze znazornit
trojrozmérné vektory v prostoru.



Skaldarnt soucéin a norma aritmetickych vektoru

Pro aritmetické vektory u = (ug, ug, ..., u,),v = (v1, v, ..., v,) zavadime
kromé zakladnich operaci s¢itani a nésobeni redlnym c¢islem i dalsi
operaci, a to skaldrni soucin vektoriu uw a v s oznacenim uuv:

n
UV = ULV + UV + * + + + UV, = g U;Vj.
i=1

Dva aritmetické vektory u,v se nazyvaji ortogondlni, jestlize uv = 0.
Navzajem ortogonalni nenulové vektory jsou linearné nezavislé.

Vlastnosti skaldrniho soucinu (u, v, z jsou aritmetické vektory):
uu >0 A (vu=0<%<u=o0),

uwv = vu,

(u+4v)z =uz + vz,

c(uv) = (cu)v, ¢ € R.

Pomoci skalarniho sou¢inu zavedeme i dalsi dulezity pojem, a to norma
vektoru u, kterou znacime ||ull:

[Jul] = vu.

Vlastnosti normy (u, v jsou aritmetické vektory):
o |[uul[ =0 A ([Ju] =0 < u=o),
o [lcul| = |c[|[ul], ¢ € R,
o |lu+v|| <|lu||+||v]| (tzv. trojihelnikova nerovnost).

Takto zavedena norma se nazyva eukleidovska. Normu aritmetického
vektoru lze zavést i jinymi zpusoby (viz Piiklad 1.16).

Poznamky
1) Pri grafickém znézornéni dvojrozmérnych a trojrozmérnych vektoru
vyjadiuje norma vektoru jejich délku. Nenulové ortogonalni vektory
jsou na sebe kolmé.
2) Pro odchylku ¢ € (0, ) dvou nenulovych vektoru plati vztah:
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U
CoS(p = —————.
[lull []ol]

3) Je-li ||ul| = 1, vektor u se nazyva normovany. Z libovolného vektoru
u muzeme vytvorit normovany vektor tak, ze ho vydélime jeho normou

Resené piiklady

Priklad 1.1.

Jsou dany vektory uw; = (2,-3,0),us = (2,1,6),u3 = (—1,1,-1).
Utvorte jejich linedrni kombinace:

a) t = 7UQ,

b) v = 4u; + Sus,

c) w = 2uy — 2uy + us.

Postup: Vypocet provedeme po slozkach:

a)t="7(2,1,6) = (14,7,42),

b) v =4(2,-3,0) +5(—1,1,—-1) = (3,-7,-5),
c)w=2(2,-3,0) —2(2,1,6) + (—1,1,-1) = (-1,-7,—-13).

Priklad 1.2.

Jsou dany vektory ¢t = (2,4,-5),u = (3,1,-2),v = (3,6,—1,1).
Z nasledujicich zapisu vyberte ty, které oznacuji néjakou linedrni
kombinaci téchto vektoru:

2t, 3t — 8u, 2u + 4, —3v, tu, 2u + 6v, (0,0,0).

Postup: Linearni kombinace vektoru predstavuji zapisy:
2t, 3t — 8u, —3v, (0,0,0).

Linearnimi kombinacemi nejsou:
2u + 4 ... nelze k vektoru pricitat ¢islo,
tu ... linearni kombinaci neni skalarni souc¢in vektort,
2u 4+ 6v ... nelze s¢itat vektory s ruznym poctem slozek.
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Priklad 1.3.
Zjistéte, zda vektor z = (1,4,0) je linedrni kombinaci vektoru u, v, kde
u=(-2,1,3)av=(1,-2,—-2).

Postup: Podle definice linearni kombinace musime zjistit, zda existuji
¢isla cq, co, aby:
Z = C1u + cov,

(17 47 0) - Cl<_27 17 3) + 02(17 _27 _2)

Rozepsanim po slozkach dostaneme:

1= —201 —I—Cg,

4 = C1 _ZCQ,

0= 361 —262.
Dosazovaci nebo scitaci metodou ziskame teseni ¢ = —2, ¢ = —3.
Vektor z je linearni kombinaci zadanych vektoru: z = —2u — 3w.

Priklad 1.4.
Podle definice zjistéte, zda vektory (1,—1,0,2), (2,0,2,3), (2,—4,2,1)
jsou linedrné zavislé, nebo linedrné nezavislé.
Postup: 7 vektoru sestavime linearni kombinaci s koeficienty cq, o, c3 a
reSime rovnici:

c1(1,—1,0,2) + ¢2(2,0,2,3) 4+ ¢3(2,—4,2,1) = (0,0,0,0).
Rozepsanim po slozkach dostaneme soustavu:

c1 +2co +2c3 =0,
—C1 —403 = Vv,
262 —|—203 =y,
2c; +3cy +4c3 =0.
Dosazovaci nebo scitaci metodou ziskame jediné feseni ¢; = 0, ¢o = 0,
cs = 0, proto jsou vektory linedrné nezavislé.
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Priklad 1.5.

Podle definice spocitejte, zda vektory (—2,1,2), (0,1,5), (2,0,3) jsou
linearné zavislé, nebo linearné nezavislé.

Postup: Pro linearni kombinaci vektoru s koeficienty cq, ¢o, c3 budeme
resit rovnici:

Cl(_27 17 2) + 02(07 ]-7 5) + 03(2a O? 3) = (09 Oa O)

Rozepsanim po slozkach dostaneme soustavu:

—261 —|—203 = 0,
c1  +Co =0,
261 —|—5CQ —|—303 = 0,
¢y = (1,

Cy = —(y,
261 —561 +361 = 0,
0 =0.

Soustava ma nekoneéné mnoho tfeseni, tedy i feSeni nenulové. Proto jsou
zadané vektory linearné zavislé.

Priklad 1.6.
Zjistéte, pro které a jsou vektory (4,—1,2), (1,2,—1), (1,a,5) linearné

zavislé.
Postup: Sestavime linearni kombinaci s koeficienty ci, ¢o, c3 a hledame
nenulové feseni rovnice:

61(47 _172) + 02(17 27 _1) + 03(17a75) - (07070)

Dostaneme soustavu:
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461 +Co -|'03 = 0,
—c1 +2c9 4+acg =0,
201 —C9 —|—563 = 0,

co = —4cp — cs,
cp = —Cc3 = Cy = 3cs,
C3 +6Cg +acg = 0,
c3 (a+7) =0.

Z 1. a 3. rovnice jsme vyjadrili c; a ¢ a dosadili je do 2. rovnice. Posledni
rovnice ma dvé feseni:

a) c3 = 0, pak ale i ¢; = 0,¢o = 0 a vektory by byly linedrné nezavislé
pro kazdé a,

b) a = —7 a pak muze byt c3 libovolné nenulové ¢islo. Tedy pro hodnotu
a = —T7 jsou vektory linearné zavislé.

Priklad 1.7.
Me¢jme linedrné nezavislé vektory u, v, w € V,,. Zjistéte, zda jsou vektory
(u—v), (u+ w), (u+v—2w) linedrné zavislé, nebo linedrné nezdvislé.
Postup: Sestavime opét linearni kombinaci s koeficienty ¢y, co, c3 a fesSime
rovnici:
c1(u—v)+ co(u+ w) + cz(u+v—2w) = o,
(1 +ca+e3)u+ (c3—c)v+ (c2 — 2¢3)w = o.
Protoze vektory u,v,w € V,, jsou linearné nezavislé, musi platit:
cp +c  H4c3 =0,
—C1 +c3 = O,
Co —203 = 0.
Soustava ma jediné teseni ¢; = 0,co = 0,c3 = 0, proto jsou vektory
(u—v), (u+w), (u+v—2w) také linedrné nezavislé.
Pozndmka
Linedrni zavislost a nezavislost vektort se vyhodnéji zjistuje pomoci hod-

nosti matice (viz kapitola Matice).
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