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»--. to, coje dole, jest jako to, co jest nahote, a to co jest nahote, jest jako to,
co jest dole, aby dokondny byly divy jediné véci.“

Smaragdova deska Herma Trismegista
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POZNAMKA EDITORA

Tento svazek shrnuje Sestici populdrné nau¢nych titulti edice Pergamen,
nékteré ¢asti jsou ale od zdkladu prepracovany a vice nez 40 kapitol je
zde zcela novych. Soubor shrnuje vétsinu poznatki z matematiky, fy-
ziky, chemie, biologie a astronomie, které by mél znat kazdy zacinajici
védec 1 informovany laik.

NS sbornik otevira skvéla knizka Burkarda Polstera Q. E. D. — Krdsa
matematického ditkazu, kterd nim pripomene, ze nékteré véci nejsou
zcela zfejmé. Nasleduje hutni sbirka Nepostradatelné matematické a fy-
zikdlni vzorce od Matthewa Watkinse, kde si mtze kazdy ovérit, co si
jesté pamatuje ze Skoly. Tretim titulem jsou DiileZité prvky, bourlivé
Sumici pravodce Matta Tweeda po periodické tabulce, jimz prejdeme
na chvili k chemii. Dal$im prispévkem je Evoluce od Gerarda Cheshi-
rea, vzrusujici pojednani o pouti Zivota na Zemi.V paté ¢asti — nad-
herné prirucce Lidské t¢lo od Motta Bettse — si nase znalosti biologie
prohloubime podrobnym popisem jednoho z organismu.V sesté knize,
jiz je Kompaktni vesmir Matta Tweeda, vzhlédneme k nebi a odddme
se uvahidm o tom, jak neuvétitelny je vesmir, ktery obyviame a jehoz
jsme soucasti.

Pod¢kovani za ilustrace pro Sciencii nilezi: Cecily Kate Borthwickové,
Allanu Brownovi, Dorionu Saganovi, Vivien Martineauové, Davidu
Goodsellovi, Caroline Edeové, Joeovi Mclarenovi, Danu Goodfello-
wovi, Willu Springovi, Simonu Husonovi, NASA, laboratori Fermilab
a fadé rytct z minulych staleti. Na souboru se podileli 1 dalsi redaktori
a vytvarnici — Peter Spring, Daud Sutton, Polly Napperovi, George
Gibson, Mike O’Connor a Justin Avery.

Vsem jmenovanym dékuji a ¢tendftim preji radostny zazitek z Cetby.

John Martineau
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Stejnou uvuhou Je mozné ovéfit, Ze EX!S i jen ti moznostl Jak vydlizdit beze zbytku celou rovim

yomoa stejuch pravidel nych mohorthelnikit.




UvoD

Existuje nékolik matematickych objektd, jejichz krasu je schopen vychut-
nat Uplné kazdy. Jako priklad poslouzi tfeba pravidelné mnohothelniky
nebo mnohostény. Ty v dokonalosti pred¢i snad uz jediné kruh nebo koule.
A co takova Pythagorova véta, thelny kdmen pravouhlého svéta, kterym
se zamérné obklopujeme? Nebo kuzelosecky, které popisuji drihy nebes-
kych téles?

Jen malo lidi ov§em oceni vice nez par zikladnich aspektt ptivabu nadher-
ného svéta matematiky. Odhaleni podstatné ¢asti této krasy je totiz obvykle
doprano vyhradné matematiktim, a to jesté pouze pri studiu ¢i vymysleni
mistrné vysoustruhovanych dukaza, na které jen tak tak dosihne pouze par
téch nejlépe trénovanych mozku svéta.

Pokud cheti ja jakozto matematik verejné prohlisit, Ze jsem ovéril prav-
divost tvrzeni né¢jaké véty, provedu to tak, ze na konec jejitho dukazu pfi-
pidi tf1 pismena Q. E. D. To je zkratka latinského slovntho obratu quod erat
demonstrandum (do Cestiny se diive prekladalo C. B. D.— ,,coz bylo doki-
zati“, neboli ,,coz mélo byt dokizino*).Takze Q. E. D.je na jedné stran¢
milnikem pravdy a matematické krasy, na druhé strané oviem ziroven re-
prezentuje zdanlivé nedosazitelnou strinku této praveéké védy.

,», Q. E.D.* ale najdeme také na konci nékterych prekvapiveé tzasné jedno-
duchych a oku lahodicich dukazu. Sbirkou nékolika takovych zizraénych
klenott, jakoz i myslenek v jejich pozadiVas provede tato knizka, ktera byla
napsana pro kazdého, koho zajima krasa matematiky ukryti pod povrchem.



PRORADNA PRAVDA

co je to vlastné ditkaz

V matematice, podobné jako v ptirodnich védach, mtzeme udélat pokus
nebo ovérit nékolik pripada, a podle vysledku ztormulovat urcitou do-
mnénku.V matematice viak dikaz nelze nahradit ZAdnym experimentem,
af uz nase domnénka vypada sebevice prirozend a zjevna. Podivejme se tre-
bas na to, na kolik oblasti 1ze nejvyse rozdélit kruh spojnicemi 1,2, 3, 4,5
a 6 bodt na jeho obvodu (dole). Prekvapivé to je 1,2, 4,8, 16 a... 31, nikoli
32 (1), jak by se dalo ¢ekat.

Nebo se podivejme tfeba na proslulou Goldbachovu domnénku. Ta tvrdi,
Ze kazdé sudé Cislo vétsi nez dvé je souctem dvou prvocisel, jako napriklad
12 =5 + 7 nebo 30 = 23 + 7.Tvrzeni domnénky bylo sice ovéfeno pro
mnoho miliont pfipadi, aviak dokud nebude nalezen dikaz, nemtzeme si
nikdy byt zcela jisti, Ze ji tfeba hned ten priSti pripad, ktery nékdo zkusi pro-
Verit, nevyvrati.

Dukaz matematického tvrzeni by mél byt co nejsrozumitelnéjsi, co nej-
elegantnéjsi, a hlavné co nejnizorngjsi. Podivejme se (naproti nahore) na du-
kaz tvrzeni, Ze se &islo 0,9999... (jehoZ nekonedny desetinny rozvoj je slo-
Zen ze samych devitek) rovnd ¢islu 1.Ten uvedené pozadavky nepochybné
splnuje. Jeho hlavni myslenku lze navic velmi snadno upravit k preméné
mnoha ¢isel s obdvanymi periodickymi rozvoji do podstatné prijemnéjsich
tvart. Duikaz tvrzeni, ze $achovnici zbavenou dvou protilehlych rohovych
poli¢ek neni mozné pokryt dominovymi kostkami (naproti dole), je dalsim
takovym prikladem.A 1 tento dikaz Ize samozrejmé pouzit pro mnoho dal-
Sich typu zmrzacenych Sachovnic.
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Je suadné pokryt obyCejuon Sachovnici dominovymi kosthami. Sachovnici zhavenou dvou protilehlych

rohovyich policek jimi viak pokrt nelze.

Duixaz: Pii jakénkoli dldzaent pokryje jedna dominovd kostka vZdy jedno erné a jedno bilé
E = policko. Pokazdé tedy pokryjeme steju pocet biljch a ernych policek. Na nasf upravené
E a Sachovnici e ale biljch policel o dvé méné nez cernjch a proto ji dowminovymi Kosthami nelze
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PYTHAGOROVA VETA

ditkaz rezanim

Slavnd Pythagorova (asi 569—475 pf. n. L) véta pravi, ze v pravothlém troj-
thelniku se ¢tverec nad nejdel$i stranou (pfeponou) rovna soudtu ¢tvercti
nad odvésnami (naproti nahote). Dnes se to algebraicky zapisuje a+b =7

Dukaz: Poskladame ¢yt stejné kopie daného pravothlého trojahelniku
se stranami 4, b a ¢ do velkého ¢tverce o strané a + b tak, aby ve Ctverci za-
stala volna dvé ¢tvercova policka o stranich a a b (naproti, uprostied vlevo).Ve
stejném Ctverci lze tytéz Ctyfi trojihelniky usporadat tak, aby uprostred vel-
kého ¢tverce zustal volny jeden Ctverec o strané ¢ (naproti, uprostied vpravo).
V obou pripadech se obsah nepokryté plochy rovni obsahu velkého ¢tverce
minus ¢tyfnasobek obsahu daného trojuhelniku. Tudiz se soucet obsahu
dvou ¢tvercy, tedy i+ bZ, rovni obsahu &tverce ¢ Q.E.D.

Plati 1 naopak (nutny je oviem novy dukaz), Ze JESTLIZE strany troj-
thelniku spliuji vyse uvedeny vztah, PAK je tento trojuhelnik pravouhly.

Pfirozens &sla, kterd vyhovujf rovnici a® + b” = ¢ se nazyvaji pythago-
rejskymi trojicemi. Staroveéka konstrukce pravého tthlu pomoci smy¢ky vy-
tvotené z provazku s 3 + 4 + 5 = 12 uzly stejné¢ od sebe vzdilenymi (dole
vlevo), je zalozena na pythagorejské trojici 3 : 4 : 5. Babylonska hlinéna ta-
bulka (Plimpton 322), na niz nalezneme trojice ¢isel odpovidajici pythago-
rejskym trojicim (dole vpravo), naznacuje, ze slavna véta byla moznd znima

davno pred Pythagorem.

2

R R ¢ 057+ 27 = g7
TR NS ot e 200 = 607
P R BT 37 3600 = 480
WG G 2200+ 27007 = 35417
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Jestlize misto ctvercit priloZime ke strandm trojiheluion jakékoli jiné t7i vzdjemné si podobné sitvary, pak lze
opet dokdzat, Ze obsah nejvétsiho z wich bude voven souctu obsahit dvou mensich.
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JEDNODUSE A NA ROVINU

zdkladni ndstroje ditkazii

Eukleidova (pfiblizné 325265 pt. n. L) kniha Zdklady nastavila latku ma-
tematické duslednosti jiz pred velmi ddvnou dobou. Protoze jde o jednu
z nejoblibenéjsich uéebnic vsech dob, promitl se jeji obsah z velké ¢asti také
do naseho kulturniho dédictvi.

Ve tfinacti dilech své knihy vybudoval Eukleides sloZitou sit vét, jejichz
hloubka neustile narusta. Tvrzeni jsou propojena logickymi argumenty
a vSechna jsou postupné odvozena z nékolika intuitivnich faktt, zvanych
axiomy C1 postuldty.V ramci pripravy na zbyvajici ¢ast této knihy vyjdéte ze
¢ty jednoduchych fakta uvedenych vpravo a zkuste s jejich pomoci do-
kazat veéty uvedené vlevo.

K tomu musite byt schopni na prvni pohled rozeznat dva razné typy ,,stej-
nosti* dvou trojahelniku. Dva trojahelniky jsou podobné, jestlize maji stejné
thly. Vzhledem k tomu, Ze dvéma tihly v trojuhelniku je jiz ur¢en tfeti Ghel, staci
k dtikazu podobnosti dvou trojthelnika ovéfit, ze maji alesponi dva tGhly stejné.
Dva trojahelniky jsou shodné, jestlize maji stejné dlouhé strany. Tento pripad na-
stava, pokud je alespon jedna z péti kombinaci tff thla a tff stran naznace-
nych na obrizku dole vlevo shodna u obou trojuhelniki. Napiiklad na dia-
gramu dole vpravo jsou dva Sedé trojuhelniky shodné, protoze maji stejné
dvé strany ra m a jeden pravy uhel, ¢imz je ovéfena shodnost jedné z uve-
denych kombinaci. Odtud dale plyne, ze jsou také oba tseky s a f na te¢-
nach ke kruhu shodné.

N ) ﬁ'\ o
Ut strany /(/ /\,

vé strany a jeden sihel  jedna strana a dva iihly

12



Soucet iihli v trofithelndln.

@ /)’

@ B

Soucet ihlii o + B +y = 180 °.

Thaletova véta:

B el
Homii ithel o + 3= 90 °.

Kvadratura obdélniku:

obsalt ctverce = 4 = e = obsaly obdélnihu

(z podobmosti trojitheluikii a/c = b/a).

13

Jsou-li priky k a T rovnobézne,

Jestlize

Ko

pak o+ B +y=180°

Jestlize a =

P

pak & = B, a naopak.

Pro podobné trofithelniky
17 0 a
A-A b 6 a
A‘A

plati afa = bb.




NAJDETE PI V PIZZE?
zdhady kruhu

Eratosthenes z Kyreny (276—194 pt. n.1.) se proslavil svou takzvanou kola-
¢ovou metodou vypoctu obvodu Zemé, zalozenou na vzdilenosti Alexan-
drie od Syeny (dne$ni Asuan) a thlu stinu v Alexandrii v okamziku, kdy
v Syené Slunce svitilo az na dno hluboké studny. Pomoci vzorce prii-
mér kruhu X 1 = obvod kruhu spocital také prumér Zemé. Nastésti jeho ko-
lega Archimedes, s nimz si dopisoval, poskytl pro onu tézko polapitelnou
hodnotu zihadného ¢isla m velmi rozumny odhad.

Vzhledem k tomu, Ze 7 je obvod kruhu s pramérem rovnym jedné, je toto
¢islo nepochybné vétsi nez obvod jakéhokoli pravidelného mnohothelniku
vepsaného do kruznice a mensi nez obvod jakéhokoli mnohothelniku kruz-
nici opsaného (naproti nahote). Cim vice stran onen mnohothelnik bude mit,
tim spiSe se bude jeho obvod blizit obvodu kruhu. Nastésti je snadné vypo-
¢itat z obvodu jednoho takového mnohouhelniku obvod mnohouhelniku
o dvojnisobném poctu stran (naproti uprostied). Archimedes vysel z pravi-
delného Sestidhelniku a postupné spocital obvody pravidelného dvanicti-
thelniku, ¢tyriadvacetitthelniku a dile mnohothelnikt o 48 a 96 stranach,
¢imz odhadl hodnotu ¢isla pi mezi hodnotami 3 10/71 a 3 10/70. Posledné
uvedena hodnota je rovna 22/7, coz je odhad hodnoty m, ktery se pouziva
v mnoha uc¢ebnicich dodnes. Pouzijeme-li misto $estitthelniku jako vychozi
mnohothelnik ¢tverec (naproti dole), dostaneme vzorec pro aproximaci ¢isla 7.

3600/ 360 ¢

obvod Zemé -
iihel pizzové vysece  ihel stimu v Alexandrii
S

vzddlenost Alexandrie od Syeny

14
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CAVALIERIHO PRINCIP

ditkaz aproximaci pomoci tezil

Slavny princip pojmenovany po Bonaventurovi Cavalierim (1598-1647)
mame dnes k dispozici ve dvou verzich. Pro rovinné objekty zni takto: je-li
délka pruniku kazdé vodorovné primky se dvéma rovinnymi objekty stej-
na, pak maji tyto objekty stejny obsah. Podobné jestlize maji fezy dvou troj-
rozmérnych téles vodorovnymi rovinami stejny obsah, potom maji obé tato
telesa stejny objem.

Nacrt dukazu tohoto tvrzeni aproximacemi pomoci ez, ktery funguje
stejné v obou dimenzich, naleznete na prot&jsi strance. Cavalieriho prin-
cip predstavuje krasny priklad uziti metody ,,rozdél a panuj* v matema-
tice. Napriklad pomoci jeho dvojrozmérné verze umime zredukovat tézky
problém vypoctu obsahu na podstatné leh¢i dlohu méfeni délky useéek.

Nize uvadime nékolik dualezitych vzorct pro vypocet obsahu rovinnych
obrazcti a objemu téles zalozenych na vyuziti Cavalieriho principu.

obsah rovnobéznku = obsah obdélniu o stejué zakladné a vjice = zdkladna x vjska
obsah trojithelniln = %2 x obsah ronobéznin = %2 x zdkladna x vjika

objem ranolu ¢i vdlce = objem kv o stejué zakladné a vysce = obsah zdkladuy x vyska

16
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KAVALIRSKE KRAJENI KUZELU

rezani v praxi

S kuzely a jehlany se setkdvame neustile, pricemz mohou mit razny tvar
1 velikost. Hromady pisku, musle pfilipek, pyramidy, kostelni véze, vrcholy
krystalt, rohy jednorozcti a dalsi objekty — vSechny maji tento tvar. Kazdy
kuzel & jehlan ma vrchol a zdkladnu, kterd muze byt libovolnym dvojroz-
meérnym Gtvarem.

Predstavime-li si vrchol jako majak se svételnym zdrojem, pak bod lezi
v kuzelu tehdy, pada-li jeho stin na zakladnu. DokaZeme, Ze pro objem kuzele
plati objem = 1/3 X obsah zdkladny X vyska,z ¢ehoz plynou oba dolni vzorce.

Pohrajeme-li si trochu se stinovanim (naproti nahore), vidime, ze pro vsechny
kuzely 1jehlany o stejné vysce a zikladnach se stejnym obsahem maji fezy kte-
roukoli vodorovnou rovinou stejny obsah. Cavalieriho princip (predchozi kapi-
tola) nAm tedy tika, ze VSECHNA tato télesa maji stejny objem. Stadi tudiz spoditat
objem JEDNOHO z nich, napriklad pravothlého jehlanu (naproti uprostred). Tento
jehlan spolu s dal$imi dvéma jeho kopiemi je mozné poskladat do kvadru s troj-
thelnikovou zikladnou. Protoze maji vSechny tfi jehlany stejny objem, ma
kazdy z nich objem rovnajici se jedné tfetiné objemu tohoto kvadru. Q. E. D.

P1i fezani krychle na $est jehlanu s trojihelnikovymi zikladnami ji nej-
prve rozfizneme diagonalni rovinou na dva kvadry s trojahelnikovymi za-
kladnami a potom kazdy z nich na tfi jehlany. Také ji lze rozfiznout na tf1
stejné jehlany s ¢tvercovou zakladnou (naproti dole) a pak kazdy z nich na
jehlan P3 a jeho zrcadlovy odraz. Vyrobime-li si je vSechny z papiru, zis-
kdme krasnou skladacku.

objem hromady piskn = 1/3 70 ] objem jehlan = 1/3 A

18



bodovy rr‘lajdk"promitd iitvary stejncho obsahu =
-+ do keerckoli rovnobézné roviny zase na iitvary '_ .
; _'ste;neho obsahu takZe dva kuzely nebo jehlany -
0 ste]ne \ysce a zakladnach se stejym obsahem
o ma]l ste;nf ob}em 3R g

. jehlany PZ a P1 maji spolecnou zakladmt Aa spolecnou vysku k
. i ]ehlany Py 'a P; rovné? sdllep ziKladni B a wsku h : ;
: emP],Pz,Prl 3 objemu mnau—l 3 xosa zd anwvsa—l 3 xB
b} / b h i / b h zdkl d yk / ‘ h

mzrezam krychle na ti ldenncke ]ehla@ 5 ctverco yymi zakladnaml (vlevo) '
a na Sest ]ehlanu P3 s rm}uhelmkmyml zakladmzml




JEHLAN V KUPCE SENA

htebci a hradebni valy

Mnohé staré texty obsahuji algoritmy pro vypocet obsahu nebo objemu rtiz-
nych geometrickych ttvart, ne viechny tyto davné vzorce jsou viak spravné.
Jeden babylonsky zdroj napriklad uvadi, Zze objem komolého jehlanu je
(1/2(a + b))*h, zatimco znamy egyptsky Rhindéiv papyrus (asi 1800 pf.n. 1)
pouziva spravnou formuli 1/3(a> + ab + b*)h.

Jedno z nejstar$ich dochovanych ¢inskych pojednani o matematice Tiou-
-Cang suan-$u FLEHHF (Aritmetika v deviti kapitolich, pfiblizné 50 pt. n. 1)
rovnéz uvadi tuto verzi vzorce, a Liou Chuej 2/# (pfiblizné 263 n. 1) ve
svém komentari pridava k tomuto vzorci dokonce jeho nidherny dukaz.
Roztizneme komoly jehlan neboli fang-fing # & (¢tvercovy pavilon) na
deveét ¢asti, a to na ¢tyfi identické jehlany s trojuhelnikovymi podstavami
neboli jang-ma % & (htebce), ¢tyti hranoly neboli chien-tu # 3% (hradebni
valy) a jeden kvadr. Ty potom poskladime do kvidru a do jehlanu se ¢tverco-
vou zakladnou. Soucet jejich objemt potom dava objem komolého jehlanu
(naproti nahote). Q. E. D.

Technika tohoto dukaz sice predpoklada, ze znidme vzorec pro vypocet
objemu jehlanu se ¢tvercovou zékladnou (pfedchozi kapitola), zaroven ale
nyni muzZeme tento vzorec znovuobjevit elegantnim zpusobem zaloZzeném
na principu ,,hada, ktery sam sobé ukousl ocas* (naproti dole).

Dalsi télesa z Liou Chuejova pojedniani uvadime nize.

N R

g Cehu-menyy BE Cehu-tely 9 pie-nao R saridu
krmelec fermic zvéve Jelvi rameno odtok
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dhjem-: - oy olgem— L{S (a b)h

Liow Chuej rozdelil komoly jehlan na devet Gsti: kvidr, cty¥i identické )ehlany s tm}uhdmlwwml zikladnami a ctyri
Twanoly, které lze posklidat do kvidru a jehlan se Ctvercovou zdkladnon s objemy o Fadé abl a 1/3 (2 = ). Jejich

sectentin ziskime vzore pro objent komolcho fehlamn: 1/3 (7 + b+ 1)h.

Zedvojudsobime-li linedrmi vozmer kteréhokoli rovinného ¢i prostorového objekt, pak se jcho obsah

(¢ povrch) zvyt étyfikridt a jeho oljem osmkrit. Takto milzeme jehlan rozviznout v poloving (dole).

Oh)em)ehlunu V=2 x oh)emjehlunku (}10 1/8 V) +af2 x h/z x .
Proto 3/4 v = 1/4 a’h, z cho? vyplyvd, Ze objem jehlan je roven 1/3 a I,
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ARCHIMEDOVA VETA
zahady kolem koule

Archimedes dokazal, ze se objem koule rovna dvéma tfetindim objemu nej-
mensiho vilce, ktery kouli obsahuje, a Ze obsah jejiho povrchu je roven
obsahu povrchu téhoz dutého vilce bez zikladen. Tyto vztahy mély pro
starovékého filozofa tak velky vyznam, Ze si nechal kouli a ji opsany valec
dokonce vytesat na nahrobek.

Na obrazku vidime odvozeni vzorce 4/3 nf’ pomoci Cavalieriho prin-
cipu (strana 16) pro vypocet objemu koule o poloméru r. Tim jsme potvr-
dili prvni z Archimedovych objevt.

Jestli cheete vidét opravdové kouzlo, tak si promitnéte kazdy bod na po-
vrchu koule kromé pélu do néjakého bodu na vilci (dole). DA se doka-
zat, ze potom se touto projekei zobrazi kazdy Gtvar na povrchu koule na
néjaky Gtvar se stejnym obsahem na vélci. Jestlize za Gtvar vezmeme cely
povrch koule, bude jeji projekei cely plast valce, a tak potvrdime 1 druhy
Archimedutv objev.

Vezmeme-li misto povrchu koule glébus, provedeme prislusnou projekei
na plast valce a ten potom rozvineme do obdélniku, dostaneme velice uzi-
te¢nou plochojevnou mapu svéta.

T

‘&%?

Plochojevnd mapa svéta podle
Johamna H. Lamberta (1728-1777)
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% polokoule mid stej
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SVET NARUBY

doa ditkazy pomoci klini

Archimedova dumyslna myslenka, jak nalézt vztah mezi vnitrkem a vnéjs-
kem koule a kruhu, ukazuje, jak lze v matematice zabit dvé mouchy jed-
nou ranou. Uvedme nyni naznak jeho Gvah.

Archimedes nejprve rozdélil kruh o poloméru r na nékolik stejnych klina
(naproti nahote), které potom poskladal do témér pravothlé desky. Povsiml si,
Ze tento Ukon lze provadét se stile rostoucim poctem klint a ze ¢im je je-
jich pocet vyssi, tim spiSe bude vysledna deska k nerozeznani od obdélniku,
jehoz kratsi strana je rovna r a delsf strana poloviné obvodu kruhu. Obsah
onoho obdélniku se tedy rovni obsahu kruhu a odtud dostdvime vzorec

obsah kruhu = 1/2 X obvod kruZnice X r.

Ke stejné formuli dojdeme, spocitime-li obsah obrazce ve tvaru zubu
na pile. Stadi si pouze uvédomit, ze kazdy z ,,trojahelniki™ ma obsah
1/2 X zdkladna X r a ze soucet délek zikladen vSech trojihelnikt je roven
obvodu kruznice.

Pro odvozeni obdobného vzorce pro objem koule o poloméru r Ar-
chimedes nejprve kouli rozdélil na trojihelnikové jehlany, jejichz spo-
le¢nym vrcholem je stfed koule a jejichz zikladny jsou &asti povrchu
koule (naproti dole). Tyto jehlany hraji stejnou roli jako trojuhelniky na zu-
baté pile. Protoze objem kazdého z téchto jehlant (strana 18) je roven
1/3 X obsah zdkladny X r, dostivime vzorec

objem koule = 1/3 X obsah povrchu koule X r.

A na zavér predvedeme mohutné finale: dosadime vzorec pro obvod kruhu
o poloméru ra vzorec pro objem koule o stejném poloméru (predchozi ka-
pitola) do naseho nové odvozeného vztahu a zjistime, ze obsah kruhu je ro-
ven n X r* a obsah povrchu koule je roven 4 & X .
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1/ x o kniice + ~—

obsah krulu = obsah vsech klinit = 1/2 x obvod knudnice x v
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MATEMATICKE DOMINO

ditkaz matematickou indukci

Kdyz odislované kostky domina postavime do rady tak, aby platilo, Ze JESTLIZE
se prekoti kostka n, pak se prekoti 1 kostka (1 + 1), PaK pii pfekoceni prvni
kostky mame naprostou jistotu, Ze se jednou prekoti 1 kterakoli jina kostka.

Dukaz indukei je matematickou obdobou této tivahy, pouze misto kos-
tek mame nekoneény pocet tvrzeni oéislovanych viemi prirozenymi ¢isly.
Poxup zaruéime pravdivost prvniho A ZAROVEN to, Ze z pravdivosti n-tého
tvrzeni vyplyva pravdivost (n + 1)-tého tvrzeni, najisto vime, Ze jsou prav-
diva viechna.

Prvni tf1 fadky obrazku naproti ukazuji, jak funguje dikaz nisledujici véty:

ViTa: Kazdou Sachovnici tvaru 2" X 2", na niZz chybi jedno policko (dle jen
,,poskozena Sachovnice®),1ze pokryt kostkami tvaru L slozenymi ze ti1 policek.

Duxkaz INpDUKCT: Poskozena Sachovnice 2 X 2 je sama tvaru L (naproti na-
hote), takze ji Ize pokryt jednou kostkou. Tvrzni tedy plati pro n = 1. Pfedpo-
kladejme nyni, ze tvrzeni plati az do ¢isla n.Vezmeme poskozenou sachovnici
2" x 2"y rozétvrtime ji. Dostaneme &tyfi Sachovnice 2" X 2", z nich#
pravé jedna je poskozend. Ze zbyvajicich tri $achovnic odstranime po jed-
nom policku prileh-1ém ke stfedu té puvodni (naproti uprostied).Vzniknou
tak ¢tyfi poskozené Sachovnice 2" X 2", ty uz ale podle indukéniho pred-
pokladu umime pokryt kostkami tvaru L. Zbyvaji jen tfi odstranénd po-
licka, kterd v§ak musi byt ve tvaru L. Tim jsme pokryli celou poskozenou
Sachovnici typu 2" x 2"*1 Q. E.D.

Do matematickych dukazt se promitaji 1 nékterd daldi schémata, kterd
muzeme pii prevraceni kostek domina vypozorovat. Postavime-li kostky do
trojthelnikového tvaru (naproti dole), pak prvni kostka opét prevrati vSechny
ostatni. Odpovidajici dtikazovou technikou muzeme napriklad ovérit, ze
Pascaltiv trojthelnik, pojmenovany po Blaise Pascalovi (1623-1662), je tvo-
fen binomickymi koeficienty (strana 48).
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NEKONECNE SCHODISTE

ditkaz preskupenim

Klasicky paradox pojednava o hromadeé stejné velkych cihel polozenych
na sebe na kraji stolu (naproti). Neni tézké dokazat, ze postupnym pridava-
nim dalsich a dal$ich cihel maZzeme nechat celou stavbu vyénivat tak da-
leko dopredu, jak se ndm zlibi.

Schodisté sestavené z n cihel, z nichz kazda méa délku 2, vy¢niva dopredu
o vzdalenost danou vzorcem

1.1 .1 1
1+2+3+4+ +n

Stadi tedy dokazat, ze s rostoucim # se tento soucet blizi k nekonecnu.

Dukaz: Nejprve seskupime s¢itance podle nasledujictho schématu:

1+%+(%+%)+(%+%+%+%)+(%+f—0+%+%+%+

Potom kazdou zivorku nahradime vyrazem, ktery je mensi nez vyraz
v zdvorce nebo nejvyse mu roven, a povsimneme si, ze fada, kterou takto
obdrzime, nemi kone¢ny soucet:

it 1y (1 1 1 1y /1 1 1 1 1 ..
1+3 +(4+4)+(8+8 R 8)+(16+16+16+16+16+
N
1 1 1 1
1+2+ 5 + 5 + 5 +

Odtud plyne, ze ani ptivodni fada nemohla mit koneény soucet. Q. E. D.

Pov§imnéme si, Ze schodisté narustd nejen do nekonedné $ire, ale také do
nekonecné délky, a hlavné ze jeho stavba se velmi rychle stava nesmirné
oSidnou, protoze se musime potykat se stile mens$imi a mensimi rozestupy
mezi sousedicimi cithlami.
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KOLEM CYKLOIDY

ditkaz Tezem

Vezmeme pravidelny mnohouthelnik, oznaéime barvou jeden z jeho vrchola
a nechame jej kutilet zespoda po primce. Pokazdé, kdyz se mnohotihel-
nik zastavi na nékteré ze svych stran, oznac¢ime teckou polohu obarve-
ného vrcholu. Proces zastavime v okamziku, kdy se obarveny vrchol vrati
na primku. Mista oznac¢ena te¢kami pak pospojujeme tseckami (dole vievo).
Rozfezanim mnohouhelniku snadno a rychle zjistime, Ze obsah tGtvaru pod
primkou vymezeného vyslednou krivkou je presné trojnisobkem obsahu
puvodniho mnohothelniku (naproti nahofe).

Pouzijeme-li misto mnohouhelniku kruh, vznikne kfivka zvana cykloida
(dole vpravo), kterou pouzivali (spolu s dalsimi pribuznymi kiivkami) stari
Rekové k popisu planetirnich drah.Vzhledem k tomu, Ze kruh je moZno
aproximovat pomoci pravidelnych mnohouhelnikti, musi se obsah ttvaru
vymezeného cykloidou pod primkou také rovnat trojnasobku obsahu kruhu.

Cykloida ma mnoho dal§ich dutlezitych vlastnosti. Naptiklad v roce 1606
vyuzil cykloidu Johann Bernoulli k feSeni nesmirné obtizného ,,problému
nejkratsiho spadu‘ a prokazal tak impozantni silu tehdy pravé nové obje-
veného Newtonova a Leibnizova infinitezimalniho podtu neboli kalkulu.
Bernoulli dokazal, ze jestlize hmotny bod ovladany pouze gravitaci sklouzne
z jednoho bodu do druhého po cykloidé, pak se tento proces odehraje
rychleji, nez kdyby se pohyboval po jakékoli jiné kiivce spojujici oba body.

Pokuste se sami pochopit dva ,,dtikazy na prvni pohled® (naproti dole).
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KRAJENI KUZELU

Dandelinovo kouzlo sfér

Jakou kfivku obdrzime, roztizneme-li rovinou kuzel s kruhovou zikladnou
na horni a dolni ¢4st? Moznd ze odpovéd odporuje intuici, ale vyslednou
krivkou bude vZdy elipsa. Elipsa je kiivka, kterou ziskame, pripichneme-
li dva konce provazku ke stolu, provizek napneme a tuzkou opiSeme uza-
vienou kfivku (dole). Jinymi slovy, elipsa je mnozina vSech bodu v roving,
které maji konstantni soucet vzdalenosti od dvou danych bodu, které na-
zyvame ohnisky.

Aby uvedené tvrzeni o fezu kuzelem dokizal, vepsal Germinal Pierre
Dandelin (1794-1847) do kuzelu dvé koule tak, aby se jedna z nich do-
tykala roviny rezu shora a druha zespoda (naproti nahore). Poté ovéril, ze
krivka fezu je skutecné elipsou, body styku obou kouli s rovinou jsou je-
jimi ohnisky a vyse uvedena konstanta je rovna vzdilenosti mezi dvéma
kruZnicemi, v nichz se obé koule dotykaji kuzele.

Podobné je mozné dokizat, ze kiivkou rezu kuzelu rovinou je elipsa,
hyperbola nebo parabola, pripadné Ze (pokud rovina fezu prochazi vrcho-
lem kuzelu) tato kiivka degeneruje do bodu, primky nebo dvojice primek.
Newton prokizal, ze dveé nebeskd télesa kolem sebe vzdy obihaji po jedné
z téchto krivek, takZe napriklad planety obthaji kolem Slunce po elipsich,

pricemz Slunce se nachizi v jednom z ohnisek.

kruznice je zvlstuin

- pripaden clipsy

zahvadnickd konstrukee elipsy
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“Protode se tisecky PUa PU dotyka homni ke, plati Py = PuL Podoné plati PD" = PD 4
"+ PD'= PU '+ PD = UD, cof fe valen i obéma kruznicemi dotyku.

h \erbol;l
Y}f SN

uton dipsy il v
hj/yérboly.i ame
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KRIVKY Z PREHYBU

hotici zrcadla a Septajici galerie

Vyznacte bod na kruhovém papiru a prehnéte papir tak, aby se do tohoto
bodu ohnul néktery bod z okraje kruhu.Vznikne kiivka prehybu. Zopa-
kujte tento proces nékolikrat. Za chvili se objevi elipsa (naproti nahoe).

Dukaz tohoto kouzla se opird o definici ohnisek elipsy (pfedchozi kapi-
fola) a o duvod, pro¢ je vlastné nazyvame ,,ohnisky*: vyrobime-li kolem
vnitiku elipsy zrcadlovou sténu, pak se kazdy paprsek svétla vyzareny z jed-
noho ohniska odrazi do druhého (dole vievo). Tohoto principu se vyuziva
pri stavbé koncentracnich zrcadel a Septajicich galerii. Umistime-li hotici
svicku do ohniska elipsy, pak se teplo z ni vyzarené bude koncentrovat ve
druhém ohnisku. Zaseptime-li néco v jednom z ohnisek velké haly tvaru
elipsy, nas kolega stojici ve zbyvajicim ohnisku, 1 kdyby bylo hodné daleko,
nas zcela zretelné usly$i.V obecném pripadé tvori paprsky, které se do ohni-
sek netrefi, jakési ,,obdlky* k jinym elipsam ¢i hyperbolam, sdilejicim s pti-
vodni elipsou stejna ohniska (dole uprostied a vpravo).

Vezmeme-li misto kruhového papiru papir obdélnikovy a budeme jej
prehybat jen z jedné jeho strany (naproti dole), pak obdrzime ¢ast paraboly.
Diky tomuto procesu snadno odvodime definici paraboly vyjadienou po-
moci ohniska a fidici primky a také pochopime, jak mozni prisel Archi-
medes na nipad sestavit sadu parabolickych zrcadel a vyuzit je ke spaleni
neptatelskych lodi.
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Usecka AO se prehine na AE, tedy AE + AC = AO + AC = polomér. PFi polybu O po kruznici
apisuje bod A elipsu s olisky ¢ a E, jejiz konstanton je tento polomer. ¥4 iihly vyznacené u bodu A
Jsou si voviy. Krivky prehybu json tedy tecuami elipsy a vytvitejt jeji oblln.

vanik paraboly s olmiskem F a Fidici primkou L: (1) bod A je stejué daleko od bodu ¥ i od primky L. (2)

Kazdy vodorovny paprsck svétla je parabolow odraZen do ohmiska F.
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UZLY A MNOHOUHELNIKY

ditkaz ohybinim papiru

Sestrojit rovnostranné trojthelniky, ¢tverce ¢1 pravidelné Sestitthelniky lze
mnoha zputsoby. Pravidelné pétitthelniky jsou trochu obtiznéjsi, ale néjaky
jednoduchy recept na jejich konstrukei se také najde.

Uvazte uzel na pasku papiru a zatdhnéte za okraje. Tahejte tak dlouho, do-
kud se uzel zcela nevyhladi. Odstrihnéte papir pre¢nivajici na krajich. Do-
stanete pravidelny pétidhelnik. Jak to?

Vezméme dva pravidelné pétithelniky se spole¢nou stranou a prouzek pa-
piru probihajici skrz oba (dole vievo). Pfehneme-li levy pétithelnik na jeho
kolegu vpravo podél spole¢né strany, pak prehnuty prouzek povede Gh-
ledné kolem jedné ze stén pétitthelniku vpravo. Zopakujeme-li tento pro-
ces nékolikrat, ozna¢ime postupné viechny jeho strany a thlopricky. Nyni
zprehybany prouzek papiru rozbalime a pétidhelniky zahodime.V tomto
okamziku lze na prouzku uvazat uzel a vyhladit jej tak, aby se Zddné nové
prehyby neobjevily.

Pro mnohothelniky o vice nez péti stranich také existuji podobné re-
cepty s jednim nebo dvéma prouzky papiru, ale jejich praktické vyuziti byva

Casto pon¢kud obtizné.
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KRAJENI CTVERCU

nové pohledy na staré recepty

Casto nékdo dokaze néjakou nidhernou vétu jen diky tomu, Ze je scho-
pen nového pohledu na ur¢ita stard, dobfe znima schémata. Klasickym pri-
kladem, jenz se datuje snad az nékam k pythagorejctim, jsou vysledky, které
obdrzime pomoci rozli¢nych chytre vymyslenych rozdéleni ¢tvercového
pole s n X n (&ili n?) oblazky.

Nasim prvnim zpusobem déleni ¢tverce odvodime zatim jen elementirni
rovnost n + n + ... + n (n-krdt) = n’.

Druhy zptsob déleni nim ale poskytne jiz o néco méné trividlni a mozni
trochu prekvapivy fakt, Ze soucet prvnich n lichych &isel se rovna hodnote
n’.Jiny ditkaz tohoto tvrzeni dostaneme, poviimneme-li si, ze polty troj-
thelnikt v jednotlivych sloupcich n-té dlazdice (dole) tvori prvnich n li-
chych ¢isel. Oddélime-li od sebe cerné a Sedé trojuhelniky (naproti dole),
dostaneme zkoseny &tverec obsahujici pravé n” trojuhelnika.

Tieti zpusob déleni je blizky pribuzny zptisobu predchizejictho a odpovida
rovnosti (n— 1 )2 +(2n—-1)= n’. Najdeme-1i n takové, aby ¢islo 2n — 1 bylo
druhou mocninou né&jakého prirozeného ¢isla, dostaneme pythagorejskou
trojici (strana 10). Naptiklad 2n—1 = 3% divin=5,a tedy 42+ 3% =5%

A konecné posledni zptisob porcovani ¢tverce ukazuje, Ze se hodnoté n’
rovna soucet prvnich n ptirozenych ¢isel plus soucet prvnich n — 1 pfiro-
zenych ¢isel. Dokézete z tohoto vztahu dovodit vzorec pro soulet prvnich
n prirozenych Cisel?
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SOUCTY MOCNIN

diikaz dvojim vypoctem

Kouzelny pythagorejsky dukaz sklidackou, ktery je jasny na prvni pohled,
ukazuje, ze soucet prvnich n prirozenych ¢isel je roven poloviné poctu oblizka
nachazejicich se v obdélniku o stranich délek na (n + 1), tedy Cislu n(n + 1)/2.
Jeden z gigantt svétové matematiky Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
objevil tento vzorec v deseti letech. Kdyz mu uditel ulozil seéist prvnich
sto prirozenych ¢isel, zkratil si tento zdanlivé otravny a zdlouhavy tikol po-
moci jednoduchého pozorovani, ze
1+100=2+99=..=50+51=101,

a tedy Ze musi byt hledany soucet roven hodnot¢ 50 X 101 = 5 050. Prozkou-
mame-li peclivé obrizek dole pékné fadek po ridku, dostaneme obdobu
této Gvahy: 1 + 4 = 2 + 3 = 5, takze soulet je roven 2 X 5 = 10.

Na prvnim diagramu naproti vidime elegantni dukaz toho, Ze trojnaso-
bek souctu prvnich n druhych mocnin je roven pocétu oblizku v obdél-
niku, tedy ¢islu 2n + 1)(1 +2 + ... + n).

Druhy diagram naproti ilustruje fakt, Ze soucet prvnich n tfetich mocnin
je roven druhé mocniné souctu prvnich n prirozenych ¢isel.

1424w n=nlne)/2
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Obecn? plati 317+ 2% 4 o+ 1) = (142 4 oo + 1) (21 + 1). Dosadime-li do vzorce
(1424 1) =nln + 1)/2, dostaneme vztah (1° + 2° + .. + ) = nln + 1)(2n + 1)/6.

Soucet objemit krychli @+ 4w Je rove hoduoté (1 + 2 + ... + W’ cof Je piiesué objem ctvercové

destiEky. Dostivdne vaoree (1° + 2% + oo +10) = (1 + 2 4 o + 1)
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PRVOCISLA BEZ KONCE

ditkaz sporem

Stejné jako Ize kazdy predmét v reaAlném svété jednoznaéné rozlozit na dale
nedélitelné ¢astecky — atomy, tak je také mozné zapsat kazdé prirozené Cislo
pravé jednim zptsobem ve tvaru soucinu dile nerozlozitelnych ¢initelu, kte-
rym rikdme prvocisla (¢islo 1 je jedinou vyjimkou). Osm nejmensich pr-
vodisel je 2,3,5,7,11,13,17 a 19. Eratosthenovo sito (naproti) predstavuje
elegantni metodu k sestrojeni vsech prvocisel.

Uvedeme nyni jednu klasickou ukazku dikazu sporem pochizejici z Eu-
kleidovy knihy Zdklady.Jde o dukaz toho, ze na rozdil od poctu atomu
v redlném svéte obsahuje svét Cisel nekonecné mnozstvi prvodisel.

Dukaz: Prvodisel je bud kone¢né mnoho, nebo nekoneéné mnoho. Pred-
pokladejme, ze jich je jen kone¢né mnoho. Pak je mazeme v$echna mezi sebou
vynasobit. Dostaneme néjaké nejspi$ hodné velké ¢islon =2 X3 X5 X7 X ...
Cislo n + 1 je pak samoziejmé vétsi nez kterykoli z délitelt &isla n, a je
tedy vétsi nez kterékoli prvocislo. Samo tudiz nemuze byt prvodislem.
To znamena4, ze alespon jeden z délitelt ¢isla n musi byt ziroven délite-
lem ¢isla n + 1. Jestlize tomu tak ale je, pak tento spole¢ny délitel ¢isel n
an + 1 musi byt také délitelem ¢isla (n + 1) —n = 1.To vsak je spor. N4§
puvodni predpoklad o kone¢ném poctu viech prvocisel musel byt tudiz
mylny. Tedy existuje nekone¢né mnoho prvocisel. Q. E. D.

Prvodiselnymi dvojéaty nazyvame kazdou dvojici prvodisel, jejichz rozdi-
lem je 2, tedy napriklad dvojici (5, 7) nebo dvojici (11, 13).Veécna slava ceka
toho, kdo dokaze, Ze prvociselnych dvojcat je (nebo neni) nekoneéné mnoho.
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Zakrouzkujme vsechny ndsobky 2. (kromé 2. smotné). Dalstn nejmensin nezakrouzkovanym
cislen je nyni 3. Oznacime vsechny nsobky 3. Neledujiciin neoznatenym cislem je 5. Oznacme nsobky
5 — a takto pokradujme Al a ddl. Neoznaena ziistanon privé viechna prvocisla.
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LETORA CISEL

jesté jeden ditkaz sporem

Kazdy bod ¢iselné osy (dole) ztélesnuje nékteré z onéch redlnych disel, ji-
miz poméfujeme vzdalenosti, obsahy a objemy téles. Rozdélime-li kaz-
dou proluku mezi dvéma vedle sebe stojicimi celymi ¢isly na dve, tf1 nebo
Ctyti stejné velké Casti a tak dile, pak se ndm na Ciselné ose objevi zastupci
zlomku neboli racionilnich ¢isel. Sebekratsi tisecka na Ciselné ose obsahuje
takovych ¢isel nekonedné mnoho, a tak bychom se mohli témér opravnéneé
domnivat, ze by snad Gplné kazdé redlné ¢islo mohlo byt néjakym tako-
vym zlomkem.To by ale byla velkd mylka. Kdyz pythagorejci objevili pre-
kvapujici fakt, ze &islo 2 (neboli délka thlopricky ctverce o jednotkové
strané) neni racionalnim ¢islem, tidajné na oslavu svého objevu provedli he-
katombu, tedy obét stovky volu.

Dtukaz tohoto faktu (naproti) je dalsim prikladem dikazu sporem. Na po-
¢atku predpokladame, ze ¢islo V2 je racionalni. Z tohoto predpokladu pak
nejprve vyvodime existenci takzvaného celodiselného ¢tverce (to je Etve-
rec,jehoz strany 1 thlopricky maji celodiselné délky) a postupné 1 evidentni
spor. Z né&j pak vyplyva, ze nis predpoklad musel byt nespravny. Odtud
plyne, 7e V2 je iracionalni &slo.

Obecné lze ukazat, Ze jestlize néjaké prirozené ¢islo neni druhou mocni-
nou jiného celého ¢isla, pak je odmocnina z tohoto ¢isla ¢islem iraciondlnim.
Z toho pak déle plyne, ze z polomértt odmocninové spiraly (naproti dole)
jich je nekonedné mnoho iracionilnich. D4 se dokonce dokazat, ze iracio-
nalnich ¢&isel je v jistém smyslu vskutku o hodné vice nez ¢isel racionilnich.
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Polkud lze /2 zapsat jako podl celych Kladnjch cisel a/b, je a-krit zvétsen horni ctveree (dole vlevo) celociselny. Podle
Pythagorovy véty fed=2d =l proto fe I audé.

Pak je sudé i b, tedy b/2 musi byt celé a maly Sedivy itverec (vpravo) je také celociselny. Stejuy postup tedy uplatnime
na nej, dostaneme jeste menst ctverec tetd, pak ctvrty a tak ddle.

Kazild tisecka na Mlikatici (vpravo) je stranou nékterého z celociselnych ctvercit, md tedy celociseion délku.
o ale nelze, protoze se zmensii do nekonecna, zatimeo nejmensin prirozenym Cislem je 1.
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ZLATY REZ
oblibené &islo matky prirody

Jak by mél vypadat spravny obdélnik, aby nebyl moc tzky ani moc $iroky,
ale na pohled ten nejhez¢i? Mnoho mistra véd 1 uméni vSech vékt v tom
mélo jasno: vitézem je obdélnik zvany ,,zlaty* (dole vlevo), u né&jz je pomér
délek delsi strany ku kratsi roven zlatému ¢islu @ (fi), které se rovnd poméru
délek thlopricky pravidelného pétitthelniku a jeho strany (naproti nahore).

Stopy zlatého fezu nalezneme na mnoha prirodnich vzorech od uspora-
dani listt na rostliné po spirdlovity tvar galaxii. Zlaty obdélnik ma mnoho
pozoruhodnych vlastnosti. Odebereme-li z néj kuptikladu ¢tverec (dole),
zbyde ndm obdélnik sice mensi, avsak opét zlaty, nebot @ = 1/(¢ — 1) (na-
proti nahote). Opakovanim tohoto procesu dostaneme spiralu slozenou ze
Ctverct, jejiz tvar se podobd mnoha jinym spirdlim, které mtzeme vypo-
zorovat v prirodeé.

Zanorime-li do sebe tfi zlaté obdélniky pod pravymi thly (naproti upro-
stied), pak se jejich vrcholy stanou vrcholy pravidelného dvanictisténu.
K dutikazu tohoto pozorovani nim stali ovérit, ze vSechny trojuhelniky na
prostfednim obrazku jsou rovnostranné nebo, coz je totéz, ze kazdé dvé
hrany téchto trojthelnikt maji stejnou délku.

A ted jsme si vydlazdili cesticku k nidherné konstrukei pravidelného dva-
nactisténu z osmisténu (naproti dole). Staci si povsimnout, ze kazdy z dvanacti
vrcholt prvntho z nich délf odpovidajici hranu toho druhého ve zlatém fezu.

¢ 1 -1
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Ully o a B jsou stejué, proto jsou prvui dva Sedé trafithelniky shodé a drihé dva podobné. Proto
O/1=1/(d-1)dli @ = ® + 1. ReSenim rovuice je @ = (1 + \5)/2 = 1,61803.... .

Hrana AB md Al N @7 + (@ = 1)7 + 17 = V2D = @ + 1) (duakrit Pythagoras).
Navic @' = D + 14 vyraz se tedy rovd 2, délee strany jednoho ze i1 zlatych obdéluiki.

Zabalme kazdy ze t77 obdéluikii do ctverce podle obrizku vievo. Strany Etverci pak vytvofi osmistén.
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CISLA V PRIRODE

geometrie riistu

Spirdla vytvotena ze ¢tvercti kolem jednotkového ¢tverce (naproti vievo nahore)
se sklada ze ¢tverct, jejichz strany maji délky rovné Fibonacciho ¢islum 1,1,
2,3,5,8,13,21, ..., pojmenovanych po Leonardu Fibonaccim (1170-1250).
Kazdé ¢&islo v této posloupnosti je souctem dvou Cisel predchazejicich, takze
napiiklad2 =1+ 1;3 =1+ 2;5 =2 + 3 a tak dile.

Fibonacciho disla spojuje velké mnozstvi nidhernych vlastnosti. Napriklad
dlazdén na obrazku vlevo nahofe ukazuje, 7e 17 + 17 + 27 + 3% + 57 + 8 +
+ 137 =13 x (13 + 8) = 13 X 21. Obecné plati, Ze soudet kvadritii prv-
nich n Fibonacciho ¢isel se rovna soucinu n-tého a (n + 1)-tého Fibonac-
ciho disla. Podobné z dlazdéni na obrazku nahote vpravo vyplyva rovnost
1X1 + 2X1 + + 3X2 + 5X3 + 8x5 + 13x8 + 21X13 = 21°. I tento vztah
lze snadno zobecnit.

Fibonacciho ¢isla se Casto vyskytuji tamtéz, kde potkavame 1 zlaty rez @
(predchozi kapitola). Navic se da dokéazat, ze n-té Fibonacciho ¢islo je pfi-
rozené &slo nejblizi hodnoté @"/Y5. Odtud vyplyva, Ze obdélniky, s ni-
miz se setkdme pii vystavbé ¢tvercové spiraly, jsou k nerozeznini od zlatych
obdélnika.

Fibonacciho ¢isla se vyskytuji 1 v mnoha procesech rustu. Naptiklad po-
¢ty spiral vinoucich se po sméru ¢ proti sméru hodinovych rudicek v kvétu
slunecnice (naproti uprostied) jsou zpravidla po sobé jdouci Fibonacciho &isla.
Pascalav trojahelnik (naproti dole) také roste, tentokrat ve smyslu prodluzuji-
cich se radka, pricemz soucet dvou hodnot lezicich vedle sebe na radku je
vzdy roven hodnoté lezici na fadku pod nimi. Soucet ¢isel lezicich na prv-
nich dvou diagonalach je roven jedné a soucet ¢isel na dvou po sobé jdou-
cich diagonalich dava soucet disel lezicich na diagondle nasledujici. Z tohoto
davodu se i1 zde nedekané vynotuje zlati posloupnost.
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Kazd ok tvorby nekoneéné spirdly ze itverci ddvi obdedk, jehos delky st
- Fibonacciho Eisla”(vlevo). Pro liche n Lze prvnimi n obdélntky vydl

g lz’ocvty' spiril o siuéni i proti smeru; hbdmovych mczpek v kifeﬁu shinecnic !
% jouct Fibonacciho ¢isla = napFiklad 34 a 21 (vievo) eho 89 455 (vpravo).

Kazdé cislo na diagondle je souctem dvou éisel z pedchizeficich dvou diagondl (napravo). Odtad}ﬂy—'

Ze souet cisel ma dvon o sobé jdoncich /fliégoﬁdhich je roven souctu isel Mdiajéh;ﬂe'n}isledujici.




EULEROVA FORMULE

diikaz profezdvinim

Démantem nazyvame kazdé konvexni téleso, jehoz vsechny stény jsou ro-

vinnymi mnohouhelniky. Leonhard Euler (1707—1783) nalezl nidherny

vzorec, ktery svazuje pocty vrchold, hran a stén kazdého takového démantu:
(rcholy) + S(tény) — H(rany) = 2.

Napriklad u krychle napoditime 8 vrchold, 6 stén a 12 hran. A vskutku
pladV+S-H=8+6-12=2.

DukAz: Promitneme plast télesa do rovinné sité se stejnym usporadinim
vrcholt, hran a stén (naproti nahore), pricemz vnéjsek sité se pocita jako sténa.
Pokud do nasi sité pridime dalsi Ghlopticku (naproti, druhy fddek), hodnota
V + S — H se nezméni. Proto budeme pridavat dalii spojnice, abychom do-
stali sit slozenou vyhradné z trojahelnika (V + S — H zastalo stejné). Nakonec
zatneme z okraje sité ubirat jednu hranu po druhé (naproti, tieti fidek), opét
beze zményV + S — H.Takto pokracujeme, dokud nim nezbude jediny troj-
thelnik (pramét télesa o tfech vrcholech, dvou sténach a trech hranich).
Nyni tedy zcela jisté platiV + S—H = 3 + 2 — 3 = 2, a protoze se béhem
celého procesu tato hodnota nezménila ani jednou, musela se rovnat 2 uz
na jeho pocitku. Q. E. D.

Neni tezké dokazat, ze Eulertiv vzorec plati pro jakoukoli souvislou sit
vrcholu a libovolné kiivych tsecek (dole).

V+S—H:
=39 +21-58 =
B e
" V+S-H=6+3-7=2
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RozloZenin plisté krychle dostaneme sit s nezménénon hodnotow v + S — H.

Pridime-li do sité hram, zvyime pocet stén a hran o 1, V + S — H s¢ tedy neméni. Proto je
V + S = H pio sit' z trofihelnil stefué, jako bylo pro sit’ pivodt.

Profezdvini tropiheluikit zvenct hodnotu v + S — H nezméni. Napiiklad na diagramu vievo
mizela jedm hrana a jedna sténaa v+ S=H =V + (S+1) = (H + 1).

b

Po profezdni vidine, Ze se V + S — H pitvoduho telesa nelist od této hodnoty pro jediny trojiheluik.
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MOZNE NEMOZNOSTI

zdvojent, kvadratura a trisekce

Sokrates (469-399 pt.n.1.) jednou pouzil prvni dva diagramy (dole) ke zdvo-
jeni ¢tverce. Delfska véstkyné nato predpovédéla, ze pokud by se podatilo
zdvojit Apollonav oltir krychlového tvaru, mohlo by to snad zastavit mor.

V devatenictém stoleti bylo dokazino, ze otazka ,,zdvojeni krychle* — po-
dobné jako dal$i dva zndmé problémy: , kvadratura kruhu* a ,,trisekce obec-
ného thlu“ — jsou nefesitelné, pokud budeme podobné jako staii Rekové
pozadovat, aby se pri feSeni uzivalo pouze kruzitka a pravitka.Vsechny tf1
problémy ovsem fesitelné jsou, pokud budou povoleny néjaké dalsi pomucky.

Ke kvadratute kruhu: koulejme kruh o pul oticky po vodorovné pod-
lozce (naproti nahote).Vznikne dlouhy obdélnik se stejnym obsahem jako
kruh (strana 25). Nyni pouzijeme kruzitko a pravitko v souladu s poza-
davky a vytvorime s jejich pomoci ¢tverec o stejném obsahu jako obdél-
nik (strana 13).

Archimedes odhalil velmi vynalézavou metodu trisekce tthlu o sevieného
dvéma primkami (naproti uprostied) s pomoci kruzitka a ,,o0znaceného** pra-
vitka (tedy pravitka se dvéma znackami). Stadi sestrojit kruznici a prilozit
pravitko, jak je nazna¢eno na obrazku. Uhel ¢ je pak piesné tietinou thlu a.

Zdvojeni ¢tverce se redukuje na tlohu sestrojit z 1 hodnotu \2 (dole
vpravo) a ke zdvojeni krychle staci z 1 sestrojit 2 (naproti dole). Pokud roz-
délime papirovy ¢tverec o strané délky 1 na tfetiny a ohneme jej podle na-
vodu na obrizku, dostaneme V2. Vcelku snadno se to popisuje, podstatné
téz8 je vsak tento fakt dokazat. Zvlidnete to?
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. % x @wd Mhu

s kmhu = ahsﬁh ahd;élrniku;ohsah Efverccf i

: 2 lovtho }aﬂkmh'ut y[\nteﬂ Z 180 — (180 - 2¢) s
o azpmvdho o = 180 — (€ + (180 = 2 ) = 3¢.

CE ', Prehneme body A B usecky an 11 }mk bude A de it usecku av ;Jomem 1 \/ 2.
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