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РАЗДЕЛ 1.                    

ФИЗИКО-

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ 
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О СУЩЕСТВОВАНИИ НАИЛУЧШЕГО 

ПРИБЛИЖЕНИЯ ЭЛЕМЕНТАМИ 

БЕСКОНЕЧНОМЕРНОГО ПОДПРОСТРАНСТВА       

ФЕДОРОВ В.М.  

РОССИЯ, МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ИМ. М.В. ЛОМОНОСОВА  

Аннотация. Для замкнутых подпространств 𝐿 ⊂ 𝐸   бесконечной размерности 

dim𝐿 = ∞  в банаховом пространстве 𝐸 , для которых факторпространство �̂� ≑

𝐸/𝐿 является сепарабельным и  аннулятор 𝐿⊥ содержит минимальное, замкнутое 

и тотальное подпространство, получено характеристическое свойство 

проксиминальности, т.е  свойства существования элементов наилучшего 

приближения подпространством 𝐿. В качестве приложения доказывается, что в 

пространстве 𝐶(𝑇)  непрерывных функций на связном компакте 𝑇  всякое  

чебышевское подпространство 𝐿 ⊂ 𝐶(𝑇)  бесконечной размерности,  

удовлетворяющее указанным выше условиям на аннулятор 𝐿⊥ , является 

гиперплоскостью 𝐿 = ker𝛼 , определяемой строго положительным 

функционалом 𝛼 ∈  𝐿⊥.            

Ключевые слова: проксиминальное подпространство, чебывшевское 

подпространство, аннулятор, сепарабельность, размерность, коразмерность, 

тотальное подпространство, изометрический изоморфизм, хаусдорфовый 

компакт. 

Аbstract. For closed subspaces 𝐿 of infinite dimension dim𝐿 = ∞ in a Banach space 𝐸, 

for which the factor space �̂� = 𝐸/𝐿  is separable and the annihilator 𝐿⊥  contains a 

minimal, closed and total subspace, the characteristic property of proximinality is 

obtained, that is, the existence property element of the best approximation by the 

subspace 𝐿 . As an application, it is proved that in the space 𝐶(𝑇)  of continuous 

functions on a connected compactum 𝑇  every Chebyshev subspace 𝐿 ⊂ 𝐶(𝑇)  of 

infinite dimension satisfying creating the above conditions on the annihilator 𝐿⊥  is a 

hyperplane 𝐿 = ker𝛼, defined by a strictly positive functional 𝛼 ∈ 𝐿⊥.  

Введение. Пусть 𝐿 ⊂ 𝐸 замкнутое подпространство банахова пространства 

𝐸 . Обозначим через �̂� ≑ 𝐸/𝐿  факторпространство смежных классов 𝑥 =
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𝑥 + 𝐿  по подпространству 𝐿  и через ‖�̂�‖ ≑ inf𝑧∈𝐿‖𝑥 + 𝑧‖  величину 

расстояния от точки 𝑥 ∈ 𝐸  до 𝐿 , которую называют наилучшим 

приближением подпространством 𝐿 . Подпространство 𝐿 ⊂ 𝐸  называется 

проксиминальным,  если для любого 𝑥 ∈ 𝐸 множество 𝑃𝐿(𝑥) ≑ {𝑦 ∈ 𝐿|‖𝑥 −

𝑦‖ = ‖𝑥‖} не пусто; получебышевским, если для любого 𝑥 ∈ 𝐸 множество 

𝑃𝐿(𝑥) имеет не более одной точки; и чебышевским, если для любого 𝑥 ∈ 𝐸 

множество 𝑃𝐿(𝑥) состоит ровно из одной точки.      

Используя компактность конечномерного шара, можно показать, что всякое 

конечномерное подпространство 𝐿 ⊂ 𝐸  является проксиминальным. 

Проблема характеристики бесконечномерных проксиминальных 

подпространств является достаточно трудной задачей и решена только для 

подпространств конечной коразмерности (см. [1, 2, 3]). Эта характеристика 

для подпространств конечной коразмерности в банаховом пространстве  

является  обобщением результатов, полученных ранее для классических 

нормированных пространств, таких как пространство  𝐶(𝑇) непрерывных 

функций на хаусдорфовом компакте 𝑇 , и пространство 𝐿1(𝑋, 𝜇) 

интегрируемых функций по Лебегу на измеримом пространстве  (𝑋, 𝜇) с 𝜎-

конечной мерой 𝜇  (см. [3, 4, 5]).  Нашей задачей является нахождение 

необходимых и достаточных условий проксиминальности для 

подпространств, имеющих бесконечную размерность и коразмерность.   

Основные результаты. Далее будем предполагать, что факторпространство 

�̂� ≑ 𝐸/𝐿 является сепарабельным и аннулятор 𝐿⊥ ≑ {𝑓 ∈ 𝐸∗ | 𝑓(𝑥) = 0, 𝑥 ∈

𝐿 }  имеет минимальное, замкнутое и тотальное в �̂�  подпространство. 

Известно, что аннулятор 𝐿⊥ изометричен сопряженному пространству 𝐿⊥ ≅

�̂�∗  [7, стр. 85] и замкнутый шар в �̂�∗  является слабо* компактным 

метрическим пространством [7, стр. 459]. Пусть �̂�𝑟
∗ ≑ {𝛼 ∈ �̂�∗ | ‖𝛼‖ ≤ 𝑟} шар 

в �̂�∗ радиуса 𝑟 > 0 и �̂�∗ ≑ �̂�1
∗. 

Говорят, что подпространство 𝐹 ⊂ �̂�∗  тотально, если из условия 𝛼(𝑥) = 0 

при всех  𝛼 ∈ 𝐹  вытекает 𝑥 = 0. Тотальность 𝐹 ⊂ �̂�∗ равносильна слабой* 

плотности подпространства 𝐹 ⊂ �̂�∗  [8, стр. 198]. Характеристикой 𝜒 > 0 

подпространства 𝐹  называется верхняя грань чисел 𝑟 > 0 , т.ч. слабое* 

замыкание �̅�  множества 𝑇 ≑ 𝐹 ∩ �̂�∗  содержит шар �̂�𝑟
∗ ⊂  �̅�  [8, стр. 275]. 
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Далее считаем 𝐹 ⊂ �̂�∗   замкнутым и тотальным подпространством 

положительной характеристики.  

Лемма 1. Если аннулятор 𝐿⊥ содержит минимальное замкнутое тотальное 

подпространство 𝐹  положительной характеристики, то для любого 𝛼 ∈ 𝐿⊥ 

он будет содержать минимальное замкнутое тотальное подпространство 𝐹1 

положительной характеристики, т.ч. 𝛼 ∈ 𝐹1.   

Доказательство. Известно [8, стр. 275], что пространство �̂� тогда и только 

тогда изоморфно сопряженному пространству 𝐹∗ , когда 𝐹 ⊂ �̂�∗ 

минимальное, замкнутое и тотальное в �̂� подпространство положительной 

характеристики.  Изоморфизм 𝐽: �̂� → 𝐹∗ будет каноническим, т.е. задается 

формулой  𝐽(𝑥) ≑ 𝛿�̂�|𝐹, определяющей сужение функционала Дирака 𝛿�̂� ∈

�̂�∗∗  на подпространство 𝐹 . В таком случае, пространство �̂�∗∗ ≃ 𝐹∗⨁𝐹⊥ 

изоморфно прямой сумме  𝐹∗ и 𝐹⊥.    

Пусть 𝛼 ∈ �̂�∗\𝐹. Рассмотрим ненулевой функционал 𝑓 ∈ �̂�∗∗\(𝐹∗ ∪ 𝐹⊥), не 

принадлежащий аннулятору 𝐹⊥  и образу 𝐹∗  канонического вложения 

𝐽: �̂� → �̂�∗∗ . Тогда линейная оболочка 𝐹1 ≑ sp{𝛼, ker𝑓 ∩ 𝐹}  задает такое 

подпространство  �̂�∗, которое содержит 𝛼 и его аннулятор в �̂�  равен нулю. 

Так как 𝐹∗ ∩ 𝐹1
⊥ = 0 , то �̂�∗∗ ≃ 𝐹∗⨁𝐹1

⊥ . Таким образом, 𝐹1 ⊂ �̂�∗ 

минимальное, замкнутое и тотальное в �̂�  подпространством 

положительной характеристики [8, стр. 275]. 

Обозначим через 𝐶(𝑇)  пространство непрерывных и ограниченных 

функций на множестве 𝑇  и определим отображение Φ: 𝐸 → 𝐶(𝑇)  по 

формуле Φ(𝑥) ≑ 𝜑 , где 𝑥 ∈ 𝐸  и 𝜑(𝑡) ≑ 𝑡(𝑥)  при всех 𝑡 ∈ 𝑇 . Рассмотрим 

образ оператора Φ(𝐸) ≑ 𝑀 .  Поскольку множество 𝐵 ≑ Φ(𝑆)  выпукло, 

симметрично и поглощает 𝑀 , где 𝑆  единичный шар в 𝐸 , то функционал 

Минковского ‖𝜑‖ ≑ inf{𝜆 > 0 | 𝜑 ∈ 𝜆𝐵}  задает норму в подпространстве 

𝑀.  При этом ‖𝜑‖𝐶 ≑ sup
𝑡∈𝑇

|𝜑(𝑡)| ≤ ‖𝜑‖. 

Лемма 2. Отображение Φ: 𝐸 → 𝐶(𝑇) задает слабо компактный оператор, а 

его факторотображение Φ̂: �̂� → 𝑀  является изометрическим оператором, 

при этом норма 𝑀 эквивалентна индуцированной норме из пространства  

𝐶(𝑇).   
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Доказательство. Поскольку ‖Φ(𝑥)‖𝐶 ≤ ‖𝑥‖, то оператор Φ ограничен в 𝐸.  

Пусть Φ∗∗: 𝐸∗∗ → 𝐶∗∗(𝑇)  обозначает его второй сопряженный оператор. 

Тогда, если 𝑓 ∈ 𝐸∗∗, то существует сеть {𝑥𝑖}𝑖∈𝐼, т.ч. 𝛿𝑥𝑖
→ 𝑓 сходится слабо* 

[7, стр. 460]. Поэтому в силу слабой* непрерывности оператора Φ∗∗[7, стр. 

515] мы имеем 

Φ∗∗(𝑓) = lim
𝑖∈𝐼

Φ∗∗(𝛿𝑥𝑖
) = lim

𝑖∈𝐼
𝛿Φ(𝑥𝑖) = lim

𝑖∈𝐼
𝛿𝜑𝑖

= 𝛿𝑓|𝑇
, 

где Φ(𝑥𝑖) = 𝜑𝑖 и 𝜑𝑖(𝑡) = 𝑡(𝑥𝑖) → 𝑓(𝑡) сходится при всех  𝑡 ∈ 𝑇, т.е. lim
𝑖∈𝐼

𝜑𝑖 =

𝑓|𝑇 . Здесь, как обычно, символ 𝛿𝑥 ∈ 𝐸∗∗  обозначает функционал Дирака, 

заданный по формуле 𝛿𝑥 (𝛼) ≑ 𝛼(𝑥) на сопряженном пространстве 𝐸∗. 

Следовательно, поскольку единичный шар 𝑆∗∗ ⊂ 𝐸∗∗  слабо* компактный, 

то его образ Φ∗∗(𝑆∗∗)  будет слабо* компактным в пространстве 𝐶∗∗(𝑇) . 

Применяя  формулу  Φ∗∗𝐽 = 𝐽Φ [8, стр. 516] и слабую* плотность множества 

𝐽(𝑆) ⊂ 𝑆∗∗ , где 𝐽(𝑥) ≑ 𝛿𝑥  является каноническим вложением 𝐽: 𝐸 → 𝐸∗∗  во 

второе сопряженное пространство 𝐸∗∗, мы получим, что множество Φ(𝑆) ⊂

𝐶(𝑇) будет относительно слабо компактным. Таким образом, оператор Φ 

является слабо компактным. 

Если 𝑥 ∈ 𝐸, то для любого 𝜀 > 0 существует 𝑦 ∈ 𝑀, т.ч. ‖𝑥 − 𝑦‖ < ‖𝑥‖ + 𝜀.   

Поэтому Φ(𝑥) = (‖�̂�‖ + 𝜀) Φ (
𝑥−𝑦

‖�̂�‖+𝜀
) ∈ (‖�̂�‖ + 𝜀)𝐵 и значит ‖Φ(𝑥)‖ ≤ ‖𝑥‖.  

С другой стороны, пусть Φ(𝑥) ∈ 𝜆𝐵 , где 𝜆 > 0. Тогда найдется 𝑦 ∈ 𝑆 , т.ч. 

Φ(𝑥) = 𝜆Φ(𝑦) . Тогда в силу тотальности подпространства 𝐹 ⊂ �̂�∗  мы 

получим включение 𝑧 ≑ 𝑥 − 𝜆𝑦 ∈ 𝐿 и, следовательно, ‖𝑥‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑧‖ =

‖𝜆𝑦‖ ≤ 𝜆 , т.е. ‖�̂�‖ ≤ ‖Φ(𝑥)‖ . Таким образом, имеет место равенство 

‖Φ̂(�̂�)‖ = ‖𝑥‖. 

Поскольку норма пространства 𝑀 совпадает с нормой пространства �̂� и при 

любом 0 < 𝑟 < 𝜒  выполняются включение �̂�𝑟
∗ ⊂ �̅� , то имеют место 

неравенства         ‖Φ̂(�̂�)‖
𝐶

≤ ‖�̂�‖ = sup
    𝑡∈�̂�∗

|𝑡(𝑥)| =

1

𝑟
sup

   𝑡∈�̂�𝑟
∗
|𝑡(𝑥)| ≤

1

𝑟
sup
   𝑡∈�̅�

|𝑡(�̂�)| =
1

𝑟
‖Φ̂(�̂�)‖

𝐶
.  

Поэтому норма в 𝑀 эквивалентна индуцированной норме из 𝐶(𝑇). 
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Замечание. Выполняя композицию сопряженного отображения Φ̂∗: 𝑀∗ →

�̂�∗  и естественной изометрии �̂�∗ → 𝐿⊥ , получим изометрию 𝑀∗ → 𝐿⊥  по 

формуле 𝛼(𝑥) = 𝛼(�̂�) = Φ̂∗𝜇(𝑥) = 𝜇 (Φ̂(𝑥)) = 𝜇(Φ(𝑥)), где 𝑥 ∈ 𝐸 , 𝛼 ∈ 𝐿⊥ 

и 𝜇 ∈ 𝑀∗ . Это замечание позволяет напрямую доказать изометрию 

Φ̂∗: 𝑀∗ → �̂�∗ . В самом деле, имеем ‖𝛼‖ = sup
𝑥∈𝑆

|𝛼(𝑥)| = sup
𝑥∈𝑆

|𝜇(Φ(𝑥))| =

sup
𝜑∈𝐵

|𝜇(𝜑)| = sup
𝜑∈�̅�

|𝜇(𝜑)| = ‖𝜇‖. 

Теорема 1. Если 𝐿 ⊂ 𝐸 задает замкнутое подпространство бесконечной 

размерности 𝑑𝑖𝑚𝐿 = ∞  и 𝑑𝑖𝑚𝐿⊥ > 1 , то следующие условия 

эквивалентны: 

а) подпространство 𝐿 проксиминально в пространстве 𝐸; 

б) множество 𝐵 ⊂ 𝑀  замкнуто в пространстве 𝑀  для всякого 

замкнутого и тотального подпространства 𝐹 ⊂ 𝐿⊥ 

положительной характеристики; 

в) множество 𝐵 ⊂ 𝑀  секвенциально полно в слабой топологии 

𝜎(𝑀, 𝑁)  для всякого минимального, замкнутого и тотального 

подпространства 𝐹 ⊂ 𝐿⊥ положительной характеристики;        

г) множество 𝐵 ⊂ 𝑀  секвенциально компактно в слабой топологии 

𝜎(𝑀, 𝑁)  для всякого минимального, замкнутого и тотального 

подпространства 𝐹 ⊂ 𝐿⊥ положительной характеристики;           

д) всякий ненулевой функционал 𝛼 ∈ 𝑁 является опорным и, если 𝛼 ∈

𝑁  и {𝜑𝑛}𝑛=1
∞ ⊂ 𝐵 , т.ч. 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝛼(𝜑𝑛) = ‖𝛼‖ , то 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
̅̅ ̅̅ ̅𝛽(𝜑𝑛) ≤

𝑠𝑢𝑝
𝜓∈𝛯(𝛼)

|𝛽(𝜓)| при 𝛽 ∈ 𝑁 и для любого минимального, замкнутого и 

тотального подпространства 𝐹 ⊂ 𝐿⊥  положительной 

характеристики. Здесь 𝑁 ⊂ 𝑀∗обозначает подпространство, т.ч. 

𝛷∗(𝑁) = 𝐹 , а 𝛯(𝛼) ≑ {𝜑 ∈ 𝐵| 𝛼(𝜑) = ‖𝛼‖}  экстремальное 

множество. 

Доказательство. Покажем, что из условия a) следует b). Предположим, что   

Φ(𝑥) = 𝜑 ∈ �̅�\𝐵 , где замыкание �̅�  берется в пространстве 𝑀 . Тогда по 

лемме 1 получим ‖𝑥‖ ≤ 1  и не существует 𝑦 ∈ 𝑆 , т.ч. Φ(𝑦) = Φ(𝑥) . 

Поскольку в силу тотальности подпространства 𝐹  в пространстве �̂�  это 
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равенство Φ(𝑦) = Φ(𝑥) равносильно включению 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐿, то для любого 

𝑧 ∈ 𝐿  мы получим 𝑥 − 𝑧 ∉ 𝑆 . Поэтому  ‖𝑥 − 𝑧‖ > 1 ≥ ‖𝑥‖, т.е. 𝑃𝐿(𝑥) = ∅, 

что противоречит условию a). 

Покажем, что из b) следует a). Пусть 𝑥 ∈ 𝐸 и ‖𝑥‖ = 1. Тогда по лемме 1 и по 

условию b) получим  Φ(𝑥) = 𝜑 ∈ 𝐵 = �̅�. Следовательно, существует 𝑦 ∈ 𝑆, 

т.ч. Φ(𝑥) = Φ(𝑦). Поэтому в силу тотальности подпространства 𝐹 ⊂ �̂�∗ мы 

имеем включение 𝑧 ≑ 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐿. Отсюда следует, что ‖𝑥 − 𝑧‖ = ‖𝑦‖ ≤ 1 =

‖𝑥‖ , т.е. 𝑧 ∈ 𝑃𝐿(𝑥) . Таким образом, подпространство 𝐿  является 

проксиминальным. 

Покажем, что из b) следует c). Пусть {𝜑𝑛}𝑛=1
∞ ⊂ 𝐵  последовательность Коши 

в слабой топологии 𝜎(𝑀, 𝑁) . Так как 𝐹 ⊂ �̂�∗  образует минимальное, 

замкнутое и тотальное подпространство положительной характеристики, то 

𝐹∗  изоморфно  �̂� . Поэтому 𝑁∗  изоморфно 𝑀  и в силу теоремы Банаха-

Штейнгауза [9, стр. 283] пространство 𝑁∗ ≈ 𝑀 секвенциально слабо* полно. 

Следовательно, {𝜑𝑛}𝑛=1
∞  сходится в слабой* топологии 𝜎(𝑀, 𝑁) 

пространства 𝑀. Так как множество 𝐵  по условию является ограниченным 

и замкнутым в 𝑀, то оно является слабо* компактным и, следовательно, 

секвенциально слабо* полным в топологии 𝜎(𝑀, 𝑁) . Поскольку из 

замкнутости множества 𝐵  в слабой* топологии 𝜎(𝑀, 𝑁)  следует 

замкнутость в топологии пространства 𝑀, то обратно из свойства c), а также 

из свойства d), очевидно, вытекает утверждение b). 

Покажем, что из c) следует d). Поскольку �̂� сепарабельно, то в силу слабой* 

компактности шара �̂�𝑟
∗  следует, что сопряженное пространство �̂�∗  слабо* 

сепарабельно. Следовательно, 𝐹 ⊂ �̂�∗  является замкнутой линейной 

оболочкой системы функционалов {𝛼𝑖}𝑖=1
∞ . Таким образом,  достаточно 

показать, что всякая последовательность {𝜑𝑛}𝑛=1
∞ ⊂ 𝐵  содержит 

подпоследовательность {𝜑𝑛𝑘
}

𝑘=1

∞
, т.ч. последовательность чисел 𝛼𝑖(𝜑𝑛𝑘

) 

сходится при всех 𝑖 = 1, 2, . .. 

Для этого применяем диагональный метод Кантера. Сначала выбираем из 

𝛼1(𝜑𝑛)  сходящуюся подпоследовательность 𝛼1(𝜑𝑛
1)  при 𝑖 = 1 . Затем из 

𝛼2(𝜑𝑛
1)  выбираем сходящуюся подпоследовательность 𝛼2(𝜑𝑛

2) при 𝑖 = 2, и 

так далее продолжаем по индукции. В результате получается бесконечная 
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таблица функций {𝜑𝑛
𝑖 } 𝑖,𝑛=1

∞ , из которой выбираем диагональные элементы 

{𝜑𝑛
𝑛}𝑛=1

∞ . При этом получается, что 𝛼𝑖(𝜑𝑛
𝑛) сходится при всех 𝑖 = 1, 2, ... Так 

как по условию множество 𝐵  секвенциально полно в слабой топологии 

𝜎(𝑀, 𝑁),  то множество 𝐵 ⊂ 𝑀  будет компактным в слабой топологии  

𝜎(𝑀, 𝑁).   

Покажем, что из b) следует e). Из леммы 1 следует, что ненулевой 

функционал 𝛼 ∈ 𝑁  является опорным. Предположим, что существует  

последовательность {𝜑𝑛}𝑛=1
∞ ⊂ 𝐵, т.ч. lim

𝑛→∞
𝛼(𝜑𝑛) = ‖𝛼‖, однако существует 

функционал 𝛽 ∈ 𝑁 , т.ч. выполняется неравенство lim
𝑛→∞
̅̅ ̅̅ ̅𝛽(𝜑𝑛) >

max
𝜓∈Ξ(𝛼)

|𝛽(𝜓)| . Тогда, применяя свойство d), выберем 

подпоследовательность {𝜑𝑛𝑘
}

𝑘=1

∞
, т.ч. lim

𝑛→∞
𝛾(𝜑𝑛) = 𝛾(𝜑)  при всех 𝛾 ∈ 𝑁  и 

lim
𝑛→∞
̅̅ ̅̅ ̅|𝛽(𝜑𝑛)| = lim

𝑛→∞
|𝛽(𝜑𝑛𝑘

)|. В силу определения множества 𝐵  мы имеем 

𝜑 ∈ �̅� . Докажем, что 𝜑 ∉ 𝐵 . В самом деле, для любого 𝜓 ∈ 𝐵\𝛯(𝛼) 

выполняется строгое неравенство |𝛼(𝜓)| < ‖𝛼‖ = lim
𝑛→∞

𝛼(𝜑𝑛) = 𝛼(𝜑). 

Откуда следует 𝜑 ∉ 𝐵. Кроме того, для любого 𝜓 ∈ 𝛯(𝛼) будет выполняться 

строгое неравенство |𝛽(𝜓)| ≤ max
𝜓∈Ξ(𝛼)

|𝛽(𝜓)| < lim
𝑛→∞
̅̅ ̅̅ ̅|𝛽(𝜑𝑛)| =

lim
𝑘→∞

|𝛽(𝜑𝑛𝑘
)| = |𝛽(𝜑)| , в силу  которого мы также имеем 𝜑 ∉ 𝐵 . Таким 

образом, мы получили противоречие. 

Покажем, что из e) следует b). Пусть 𝜑 ∈ �̅�\𝐵, тогда ‖𝜑‖ = 1 и существует 

последовательность {𝜑𝑛}𝑛=1
∞ ⊂ 𝐵, т.ч. lim

𝑛→∞
𝛾(𝜑𝑛) = 𝛾(𝜑) при всех 𝛾 ∈ 𝑁. По 

теореме Хана-Банаха [9, стр. 232] существует 𝛼 ∈ 𝑀∗, т.ч. |𝛼(𝜑)| = ‖𝛼‖ = 1. 

Тогда по лемме 1 можно считать, что  𝛼 ∈ 𝑁, и значит lim
𝑛→∞

𝛼(𝜑𝑛) = 𝛼(𝜑) =

1.  

Так как 𝛯(𝛼) и −𝛯(𝛼) являются выпуклыми, непересекающимися и слабо* 

замкнутыми подмножествами множества 𝐵, то выпуклая оболочка co(𝐾) ⊂

𝐵  множества 𝐾 ≑  𝛯(𝛼) ∪ (−𝛯(𝛼))  является слабо* замкнутым 

подмножеством 𝐵 . Поэтому для доказательства условия b) достаточно 

показать, что 𝜑 ∈ co(𝐾). Предположим, что это включение не выполняется. 

В этом случае, по теореме отделимости существует такой функционал 𝛽 ∈
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𝑀∗, что |𝛽(𝜑)| > sup
𝜓∈co(𝐾)

|𝛽(𝜓)|. Применяя конструкцию при доказательстве 

леммы 1, мы можем считать, что вместе с функционалом 𝛼 

подпространство 𝑁  содержит 𝛽 , т.е. 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑁 . Тогда имеем lim
𝑛→∞
̅̅ ̅̅ ̅|𝛽(𝜑𝑛)| =

lim
𝑛→∞

|𝛽(𝜑𝑛)| =  |𝛽(𝜑)| > sup
𝜓∈co(𝐾)

|𝛽(𝜓)| ≥ sup
𝜓∈𝛯(𝛼)

|𝛽(𝜓)|, что невозможно по 

условию. Получили противоречие. 

Теорема 2. Пусть аннулятор 𝐿⊥ ⊂ 𝐶∗(𝑇) чебышевского подпространства  

𝐿 ⊂ 𝐶(𝑇)  бесконечной размерности в пространстве непрерывных 

функций на связном хаусдорфовом компакте 𝑇 содержит минимальное, 

замкнутое и тотальное подпространство 𝐹 ⊂ 𝐿⊥ . Тогда 𝐹 = 𝐿⊥ и 

размерность аннулятора 𝑑𝑖𝑚𝐿⊥ = 1 ,  при этом подпространство 𝐿 

образует гиперплоскость 𝐿 = 𝑘𝑒𝑟 𝛼 , для которой 𝛼 ∈ 𝐿⊥  является 

строго положительным функционалом. 

Доказательство. Так как 𝐿 ⊂ 𝐶(𝑇)  является чебышевским 

подпространством, то существует 𝜑 ∈ 𝐶(𝑇) , т.ч. ‖𝜑 − 𝜐‖ ≥ ‖𝜑‖ = 1  при 

всех 𝜐 ∈ 𝐿. В силу теоремы 

Хана-Банаха [9, стр. 232] существует функционал 𝛼 ∈ 𝐿⊥, т.ч. 𝛼(𝜑) = ‖𝛼‖ =

1. При помощи леммы 1 мы можем считать, что 𝛼 ∈ 𝐹.  

Поскольку факторпространство 𝐶(𝑇)̂ = 𝐶(𝑇)/𝐿  изоморфно сопряженному 

пространству 𝐶(𝑇)̂ ≈ 𝐹∗  и аннулятор 𝐿⊥ ≅ 𝐶(𝑇)̂∗  изометрически 

изоморфен сопряженному пространству, то экстремальное множество 

𝛯(𝛼) функционала 𝛼 будет выпуклым и слабо* компактным множеством в 

пространстве 𝐶(𝑇)̂. По теореме Крейна-Мильмана [8, стр. 477] существует 

крайняя точка �̂� ∈ 𝑒𝑥(𝛯(𝛼))  в множестве 𝛯(𝛼).  Тогда 𝜏 − 𝑃𝐿(𝜏)  является 

крайним подмножеством границы единичного шара 𝑆 ⊂ 𝐶(𝑇) [2, стр. 903]. 

Так как подпространство 𝐿 является чебышевским, то множество  𝜏 − 𝑃𝐿(𝜏) 

состоит из одной точки, которая будет крайней точкой границы шара 𝑆 . 

Поскольку в силу связности компакта 𝑇  существуют только две крайние 

точки ±1 шара 𝑆 и  �̂� ∈ 𝛯(𝛼), то мы можем считать функцию 𝜑 = 1 крайней 

точкой границы шара 𝑆.  
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В силу теоремы Рисса-Маркова [8, стр. 288]  функционал 𝛼 ∈ 𝐶∗(𝑇) 

задается интегралом по некоторой 𝜎-аддитивной борелевской мере 𝜇 на 

компакте 𝑇 , т.ч.  вариация |𝜇| = ‖𝛼‖ = 1. Поэтому имеем 𝛼(1) = ∫ 𝑑𝜇 =

𝜇(𝑇) = |𝜇| = ‖𝛼‖ = 1.   Следовательно, мера 𝜇 ≥ 0 неотрицательна и при 

этом, если 𝛼(𝜓) = 0, где функция 𝜓 ≥ 0 неотрицательна и не равна нулю, 

то 𝜇(𝑂) = 0  для некоторого открытого множества 𝑂 ⊂ 𝑇.  Однако это 

противоречит равенству 𝜇(𝑇) = |𝜇| . Таким образом, функционал 𝛼 > 0 

является строго положительным. 

Докажем, что ker𝛼 = 𝐿. Предположим, что некоторый элемент 𝜙 ∈ ker𝛼 не 

принадлежит 𝐿 . Так как подпространство 𝐿 ⊂ 𝐶(𝑇)  является 

проксиминальным, то, вычитая элемент наилучшего приближения 

подпространством 𝐿, мы можем считать, что ‖𝜙 − 𝜐‖ ≥ ‖𝜙‖ = 1 при всех 

𝜐 ∈ 𝐿. Тогда, применяя аналогичные рассуждения, как и выше, мы получим, 

что 𝜙 = ±1. Поскольку функционал 𝛼 является строго положительным 𝛼 >

0 , то 𝛼(𝜙) = 𝛼(±1) ≠ 0 . Это противоречит условию 𝜙 ∈ ker𝛼.  Таким 

образом, имеет место равенство ker𝛼 = 𝐿. 
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РАЗДЕЛ 2.            

ХИМИЧЕСКИЕ НАУКИ 
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ОПРЕДЕЛЕНИЯ ОБЩЕГО СОДЕРЖАНИЯ ЖЕЛЕЗА 

И ВАНАДИЯ В ПОЧВАХ ЦЕНТРАЛЬНОГО 

ЧЕРНОЗЕМЬЯ 

РАЖИНА И.С. 

Научный руководитель: к.х.н., доцент Фарафонова О.В. 

РОССИЯ, ЛИПЕЦКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ 

Ванадий – рассеянный химический элемент, который токсичен как для 

растений, так и для других живых организмов, поэтому целесообразен 

контроль за его содержанием в почвах в пределах норм ПДК = 150 мг/кг 

почвы [1].  

Содержание железа в почвах не нормируется значением ПДК и зависит от 

типа почв. Для почв Центрального Черноземья среднее содержание общего 

железа находится в пределах 10-30 г/кг почвы [2].  

Для анализа на содержание общего железа и ванадия пробы почв отбирали 

на приусадебных участках трех районов Липецкой области: Добринский 

район, п. Добринка (проба 1); Грязинский район, с. Ярлуково (проба 2); 

Липецкий район, д. Студеные Выселки (проба 3). 

Общее железо и ванадий в исследуемых образцах определялись 

фотометрическим методом анализа, для чего предварительно, в случае 

детектирования железа получали комплекс с сульфосалициловой кислотой 

в слабощелочной среде, окрашенный в желтый цвет, а в случае 

определения ванадия – фосфорно-вольфрамово-ванадиевый комплекс 

желто-зеленого цвета.  

Мешающее влияние ионов алюминия, кальция и магния, при определении 

железа, устранялось добавлением избытка сульфосалициловой кислоты, с 
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которой данные элементы образуют бесцветные комплексы. Мешающее 

влияние ионов алюминия, титана и железа, в случае определения ванадия, 

устранялось добавлением фторида натрия, с которым эти ионы образуют 

устойчивые комплексные соединения, не мешающие основному 

определению. 

Измерение величины оптической плотности проводили на 

спектрофотометре КФК-3 при длине волны, соответствующей 

максимальному светопоглощению – λ = 430 нм для железа и λ = 413 нм для 

ванадия.  

Градуировочные графики представлены на рисунке 1 и линейны в 

диапазоне концентраций 0,05-0,5 мг/мл – для железа и 10-125 мкг – для 

ванадия. 

 

Рисунок 1. Градуировочный график для определения железа (а) и ванадия 

(б) 

Результаты определения с учетом доверительного интервала (С±C) и 

соответствующие им метрологические характеристики (S – стандартное 

отклонение, Sr – относительное стандартное отклонение) представлены в 

таблице 1. 

  


