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Predmluva

Tato sbirka ptikladd je urcena studentim vysokych Skol s technickym zamérenim a ma
slouzit jako podplrny material pro cvieni z predmétu Mechanika tekutin I. Na uvod byl
zarazen velmi strucny teoreticky prehled zakladnich pojm0 a vychozich matematickych
vztahl, po kterych nasleduji reSené priklady podle jednotlivych kapitol. Vérime, Ze tato

publikace bude pfinosnd a najde své uplatnéni mezi studenty.
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Seznam hlavnich symbolii

Symbol Nazev Jednotky
a zrychleni [m-s™]
C absolutni rychlost [m-s™]
D pramér [m]

F sila [N]

f soucinitel treni [-]

g tihové zrychleni [m-s'z]
J kvadraticky moment plochy [m*]
m hmotnost [ke]
m hmotnostni pratok [kg-s™]
Mg kroutici moment [N-m]
n otacky [s™]

P vykon [W]

p tlak [Pa]
Q teplo ]

R polomér [m]
Re Reynoldsovo ¢islo [-]

S plocha [m?]
u obvodova rychlost [m-s?
\4 objemovy pritok [m?s™]
w relativni rychlost [m-s'l]
a izobaricky soucinitel objemové roztaznosti [-]

B izochoricky soucinitel tlakové rozpinavosti [-]

£ izotermicky soucinitel objemové stlacitelnosti [-]

[ ztratovy koeficient [-]

n dynamicka viskozita [Pa-s]
K adiabaticky exponent [-]

Vv kinematicka viskozita [mz-s 1]
0 hustota [kg:m™]
w Uhlova rychlost [rad-s™]




Uvod

Mechanika tekutin (dale jen MT) je ¢ast mechaniky, zabyvajici se rovnovahou sil za klidu a

pohybu kapalin, resp. plyna.

MT mGzZeme rozdélit:
- podle druhu tekutiny:
a) Mechaniku kapalin (hydromechaniku)
b) Mechaniku plynd (aeromechaniku)
- podle stavu tekutiny:
a) Statiku (vSechny ¢astice tekutiny maji nulovou rychlost, kazda castice je
vV rovnovaze)

b) Dynamiku (¢astice tekutiny se pohybuiji)

Pti feSeni uloh v rdmci MT se Castokrat setkdme s pojmem ,,elementarni objem", ktery
v podstaté plni obdobnou funkci jako ,,hmotni bod" v klasické mechanice tuhych téles. Pro
elementarni objem se odvozuji podminky rovnovahy sil za klidu a pohybu tekutin a definuji
zakladni zdkony (napf. zdkon zachovani hmoty, resp. energie). Pro jejich odvozeni se
predpokladd, Ze tekutina je spojité a izotropni (stejnorodé) prostredi. Vysledkem jsou
diferencidlni rovnice, které se integruji na zakladé znalosti okrajovych, pfipadné pocéatecnich
podminek. Pravé predpoklad izotropniho a spojitého prostfedi umoziuje vyhodné resit
ulohy MT na zvoleném, velmi malém (elementarnim) objemu a odvozené zakonitosti pak

aplikovat na cely objem. [5]



1. Matematicky a fyzikalni aparat

Studium mechaniky tekutin se neobejde bez zakladnich matematickych znalosti, jakymi
jsou napf. integralni véty, vlastnosti funkci s vice proménnymi a pod. Proudéni je vidy
prostorové, obecné nestaciondrni a je popisované parcidlnimi diferencidalnimi rovnicemi.
Z tohoto dlvodu budou v této casti uvedené zdakladni matematické operace pouzivané

v teorii mechaniky tekutin, samoziejmé bez hlubsiho vykladu.

1.1 Parcialni a totalni derivace
Jednou z velmi ¢asto pouZivanych veli¢in je rychlost w. Rychlost je funkci prostorovych
souradnic x, y, z a asu t. Parcialni derivaci (napf. dw/0x) dostaneme tak, Ze w derivujeme
podle souradnice x, priemz y, zat povazujeme za konstanty. Obdobné se dokazeme
dopracovat k parcialnim derivacim rychlosti podle zbylych proménnych. [2]
w=f(xy2t)
w = x3 + 2xyt — z2

aW—32+2t aW—Zt w _ 2 aW—z
ax X TAYb Gy T A 5T T Gy T Y

Totalni (resp. uplny) diferencial ziskame sou¢tem vsech parciadlnich derivaci. Podélenim

levé a pravé strany ¢asem dt dostaneme totdlni derivaci (v tomto pfipadé zrychleni).

aw ="+ 0+ 2%+ % ae Lae
Ve T ey P T e T g 4

dw_aw +6W +6W +6W
dt ox Xy My T e T gt

Tenzorovy zapis zrychleni:

dw Jdw

W - V7 ran
= ar W +—— ,kde kje sCitaci index

Jat

1.2 Gradient, divergence, rotace

Gradient obecného skalaru ¢ mlzeme zapsat bud jako soucet jednotlivych parcidlnich

derivaci nebo pomoci operdtoru nabla V (Hamiltonov operator). [2]

09 _0p - 0p (.0
grad<p—15+] 6y+k 62_(



Skalarni soucin dvou operatord V je Laplaceov operator A (vysledkem je samoziejmé skalar).

A=V -V =

(a+a Ea)<a+a Ea)_62+62+62_62
ax oy T ez) Vax ey TR ez) Taxr T a2 T o2 T ok
V dalsi ¢asti si ukazeme zapis divergence soucinu skalaru a vektoru. Rotor obecného vektoru

d je opét vektor, ktery udava dvounasobek uhlové rychlosti otaceni vektorového pole. [2]

(¢ - ay) 6(<p ay) d(p-a,) d¢ dg 1)

div(pa) = e 3y o + s + F” +
da, Oa, Oda - - d(pa
+<p-<axx+ ayy+ a;) =Vod + ¢Vd = grade-d + ¢ - divd = ((gk")

da da da da S (0a da >
rotd =1 22 +f(—x— Z>+k —2Y_ " Z)=FVxd=
dx  Jdy

1.3 Integralni véty
Stokesova véta prevadi krivkovy integral ze skalarniho soucinu 5&, kde di je diferencidlni

usek kFivky, na plosny integral, v kterém se rotd skaldrné ndsobi diferencidlem plochy ds

a tyto souciny se integruji po plosSe uzavienou kfivkou. [2]
f&’a = f rotddS
S

Greenova véta prevadi plosny integral z (pd§, kde dS je elementarni plocha povrchu

uzavieného objemu V, na objemovy integrdl z gradpdV . Pficemz dV je element objemu. [2]

f¢d§=fgrad<pdV
s v

Gaussova — Ostrogradského véta prevadi rovnéz plosny integral na objemovy, kde
integrand na jedné strané je skaldrni soucin ddS a na druhé strané divd dV. [2]

f ads = f divd dv
\%4

S



1.4 Zakladni vlastnosti tekutin

Stavové parametry v neproudici tekutiné jsou hustota p, tlak p ateplota T. V proudici
tekutiné k témto tfem parametrdm patfi navic rychlost w. K urceni stavovych parametri
musime mit k dispozici samoziejmé stejny pocet rovnic. V prvnim pripadé 3 avdruhém 4
rovnice, které se resi jako soustava. [2]

Stavovad rovnice udava vazbu mezi p, p, T a ma nasledujici tvary:

=r T, kde r je plynova konstanta, napf. r,qucn = 287,04 J.kg'l.l(l,

Idedlni plyn:

- Reédlnyplyn:==7r-T-[1+ p-a,(T)+ p?-a,(T) + -], kde a; a a, su konstanty

DIV DI

zavislé na teploté a upravuji rovnici idedlniho plynu v souladu se skutecnosti,
- ldealni kapalina: p = konst.,

- Redlna kapalina: gli'p = 1.

kde: € —izotermicky soucinitel objemové stlacitelnosti,
B —izochoricky soucinitel tlakové rozpinavosti,
o — izobaricky soucinitel objemové roztaznosti,

p — referencni tlak (pfiblizné 101 325 Pa).

1.4.1 Izotermicky soucinitel objemové stlacitelnosti

Stlacitelnost tekutin je schopnost tekutin ménit sviij objem pii zméné tlaku, pricemz se teplota
neméni. Proces diferencialniho stlacovani redlné tekutiny pfi konstantni teploté popiSeme na

zakladé uplného diferencialu stavové veli¢éiny mérného objemu, jako funkci tlaku a teploty.

=f(p,t) - dv= (_617) dp + (_av) dt
= =
v f p, v ap t p 9t ,

dv (617) vV — (617) 1
—_— | — = = —E&"7P - E=—|— - —_—
dp~ \ap/,  Ap 0 ap/, v,

€ je izotermicky soucinitel objemové stlacitelnosti. Reciprokd hodnota tohoto soucinitele je
modul objemové pruznosti k.
1.4.2 Izochoricky soucinitel tlakové rozpinavosti

Kdyz privedeme teplo dQ do redlné tekutiny s objemem V, ktera je v pevné nadobé, zvysi
se jednak teplota média o dT a rovnéz tlak o dp. JelikoZ se v tomto pripadé jednd o tlakovou

rozpinavost, budeme vychazet z Uplného diferencidlu tlaku, ktery je funkci teploty a objemu.



et~ o= (2) v+ ()

—po 1
= t :0°C = -
t— t, =B po (to ) - B t Do

i _(B) _p-rs
dt dat

8 je izochoricky soucinitel tlakové rozpinavosti.

1.4.3 Izobaricky soucinitel objemové roztaZnosti

Vytknutému objemu realné kapaliny V dodame teplo dQ, které zplsobi narUst teploty
o dT a objemu o dV pti konstantnim tlaku.
) d <a ) d +<6v) dt
v = , - v =
fp ap) P\

v—uy, 1

=a-v, (t;, =0°C) -» a=

dv_(av) _v—1
t—to t v

dt at/,
o je izobaricky soucinitel objemové roztaznosti.

1.4.4 Viskozita tekutin, smykové napéti

Tato vlastnost se projevuje za pohybu skutecnych kapalin. Pokud se pohybuji sousedni
vrstvy kapaliny rGznymi rychlostmi, vznika na jejich rozhrani smykové napéti, které brani
pohybu. Pomalejsi vrstva je urychlovana a naopak zase rychlejsi zpomalovana. Smykové
napéti je vyvolané vnitfnim tfenim, resp. viskozitou tekutin, ktera je Umérnd zméné rychlosti

ve sméru kolmém na smér pohybu podle Newtonova vztahu:

Recky symbol 17 je dynamicka viskozita a dw/dy je gradient rychlosti ve sméru kolmém na
smér pohybu. Uvedenou formulaci uved! v r. 1687 anglicky fyzik Isaac Newton pro laminarni
proudéni. Uvedeny vztah plati pouze pro tzv. Newtonské tekutiny. Existuji taky tekutiny

Nenewtonské, kterym se v rdmci problematiky MT |. nebudeme vénovat. [5]

10



1.5 Zakladni rovnice vyuzivané v MT I.

vvvvvv

v feSenych ulohdach. Cilem tedy nebude detailné objasnit matematickou, resp. fyzikalni

podstatu jednotlivych vztah(l. Matematicka odvozeni naleznete napft. v [1], [2].

1.5.1 Navier — Stokesova pohybovd rovnice

vvvvvv

odvodil francouzsky matematik Claude Louis Marie Henri Navier (1827) a také nezdvisle na

ném jinym zpUsobem anglicky matematik a fyzik George Gabriel Stokes (1845).

N-S rovnice ve své podstaté vyjadfuje rovnovdhu sil pusobicich na element proudici
viskozni tekutiny (uvazujeme tedy i vliv tfecich sil). Jeji odvozeni vychazi z Il. Newtonovho

pohybového zakona. [2]

Kompletni odvozeni N-S rovnice, které je pomérné rozsahlé, je mozné v pfipadé zajmu

dohledat v [6]. UkdaZzeme si pouze vysledny tvar rovnice a popiSeme jednotlivé ¢leny.

Owi_l_ awi_R 16p+ 62wi+1 6(6Wk)
ot ko T T par TV akz T3V 9i\ ok

v ow; . , , s , p p y. T,

1. Clen a—t‘Je mistni (lokalni) zrychleni, které zaznamename pfi sledovani urcitého bodu
proudového pole v pribéhu ¢asu.
X ow; . sy -y , . . v

2. Clen wy a—k‘Je vnitfni setrvacné zrychleni, které zaznamename, kdyz se posuneme do

sousedniho bodu prostoru, kde je jind rychlost.

3. Clen R; je vné&jsi setrvatné zrychleni, dané vné&jsimi Gc¢inky na proudové pole
(gravitacni zrychleni, odstfedivé zrychleni, dané rotaci kanalu, v kterém probiha
proudéni apod.).

4. Clen %%je zrychleni od tlakovych sil od rozlozeni tlaku v proudovém poli.

2%w

5. Clenv—=

Lje zrychleni od tfecich sil bez ohledu na stla¢itelnost proudéni.

1.9 (d . , T - -
6. Clen 3V % (%) je zrychleni od trecich sil s ohledem na stlacitelnost proudéni. [2]

11



Z matematického hlediska je N-S rovnice parcidlni diferencidlni rovnici druhého fadu,
obecné eliptického typu a obecné nelinedrni. Nelinearitu zplUsobuje 2. ¢len, ktery ma za
nasledek narocné reseni a hysterezi vysledku, predevsim rychlosti w. Analytické reseni je
mozné pouze u zjednoduSenych pripadl, napf. kdyz mame mozZnost nékteré Ccleny
(nelinedrni) vynechat, a pokud je geometrie feSeného utvaru prostd. Numerické feSeni je

redlné a bézné se realizuje pomoci komercnich program. [2]

Je dllezité poznamenat, Ze tato rovnice plati jak pro laminarni, tak pro turbulentni
proudéni. Numerické tresSeni u turbulentnich uloh, kdy se vSechny parametry (w, p, p)

stochasticky méni, si vyZzaduje urcitou Upravu N-S rovnice (ustfedéni v ¢ase).

1.5.2 Eulerova rovnice

Eulerova rovnice vnikne prostym zjednodu$enim N-S rovnice, a to konkrétné zanedbanim
vlivu kinematické viskozity (v = 0). Je to tedy pohybova rovnice proudéni nevazké tekutiny.

adw; adw; 10p

ot "Wk “RiT 5%

Ve statice tekutin se pouZivd obdoba obecné Eulerovy rovnice, tzv. Eulerova rovnice
hydrostatiky, kterd vznikne odstranénim rozvedené substancidlni derivace na levé strané.

Dostaneme tedy:

Pro praktické poutziti se prevadi uvedena rovnice na tzv. tlakovou rovnici, ke které se
dostaneme nasledujicimi dpravami.

dp _0p - ap)

—(1==+j—+k—) =—p(iR, +JR, + kR
(lax+]6y+kaz p(1x+]y+kz)

dp dp dp
9 = PR ldx @—PRyldy » 5, = PRz |dz
dp dp dp dp
adx + @dy + &dz = p(Rde + Rydy + RZdZ) - ﬁdk = kadk

dp = p(Rxdx + R, dy + dez) - dp = pR.dk

12



Tlakovou rovnici pouzivdme k vypoctu tlaku v libovolném misté tekutiny, ktera je
v relativnim klidu. V takové tekutiné existuji plochy sridznym konstantnim tlakem, tzv.
tlakové hladiny. Protoze v kazdém bodu prostoru vyplnéného tekutinou je jediny tlak,
pfechdazi nim jedina tlakova hladina. Hladinové plochy maji v dlohdch hydrostatiky velky
vyznam, predevsim vytvareji rozhrani mezi okolitym vzduchem a kapalinou. Rovnici tlakové

hladiny dostaneme, kdyZ poloZzime p = konst. tedy dp = 0. [2]

Rydx + Rydy+R,dz=0 - Rdk=0

1.5.3 Bernoulliho rovnice

Bernoulliho rovnice je zvlastnim pfipadem N-S rovnice, resp. jeji nevazké formy (tedy

Eulerovy rovnice).

av_, 1w
dt Yopai
w;dw; = R;di —la—pdi
(Wi = Rl =25
1op
Z: widy = Rk == dk
w2i=wf - wdw=widk , dp=g—€dt+g—idk = Z—i=dp—g—zzdt

1 dp
wdw = R,dk — E(dp — Edt)

Posledni rovnice vyjadfuje obecnou Bernoulliho rovnici, kterou je jesté mozné upravovat

na zakladé nasledujicich zjednoduseni.

v v v v s v .y, v . 0
KdyZz budeme pfi feSeni uUloh uvaZovat stacionarni proudéni, tedy a—f=0, potom

Bernoulliho rovnice nabyde tvar:

dp
wdw = Rdk — 7

Pokud bude na tekutinu pUsobit jenom gravita¢ni zrychleni (R, = R, = 0, R,

I
1
SH

a uvazujeme, Ze se jednd o nestlacitelné proudéni, pak:
d
wdw = —gdy—?p U

13



1
— = B.Rve formé energii
2 P g

—+y+—=vy. /-pg — B.Rve forméuvysek

w
> +pgy+p=pc: — B.R.veformétlakl

1.5.4 Rovnice spojitosti

Rovnice spojitosti (kontinuity) je zdkonem zachovani hmotnosti. Jinymi slovy, hmotnost
tekutiny, kterd protékd kontrolnim objemem, musi byt konstantni. U kontrolniho objemu
muzu vzniknout dvé zmény hmotnosti, a to lokdlni zména v samotném kontrolnim objemu
(tekutina se stlaci a rozpind) a konvektivni zména hmotnosti, zplsobena rozdilem vstupujici
a vystupujici hmotnosti z kontrolniho objemu. Obé zmény musi davat v konecném disledku
nulovou zménu hmotnosti, co je mozné pouze v pfipadé, kdy jsou obé zmény stejné velké, ale
s opacnym znaminkem. Tedy jedna znamena zvétSeni a druha zmenseni hmotnosti. [2], [5]

Rovnice kontinuity v obecném tvaru vypada nasledovné:

d(p-S)  9(pSW) _
ot t7as 0

V pfipade, Ze se prlifez nebude v ¢ase ménit (uvazujeme pouze zménu polohy) a parametr
hustoty budeme taky popisovat jenom z hlediska zmény polohy, dostaneme:

9(pSw)

PR =0 - pSw = konst.

0+

Pokud budeme povaZovat vSechny parametry obecné rovnice kontinuity jako proménné a

jen prlrez bude konstantni, ziskame:

ap a(pW)_O
ot R

Uvedenou rovnici lze zapsat taky pro prostorové proudéni a rozepsat do jednotlivych

slozek.

a_P+a(P'Wx)+a(p'Wy)+a(P'Wz):

Jat dx dy 0z 0

9 1 T(ow) = 0
F

14



1.5.5 Véta o zméné toku hybnosti (VZTH)

VZTH predstavuje vhodny nastroj slouZici k feseni dynamickych ucinkd proudici tekutiny
na téleso. Uplatnuje se prevazné u lopatkovych strojli a celkové lze tuto metodu zaradit mezi
metody typu black box. Aerodynamické Ucinky tekutiny se totiz feSi jenom na zakladé
znalosti stavu proudéni na tzv. kontrolni ploSe obklopujici zkoumané proudové pole, kterého

vlastnosti pfitom nepotfebujeme znat. [2]

Odvozeni VZTH vychazi z I. impulsové véty, kterou lze slovné interpretovat nasledujici

definici. Casovd zména celkové hybnosti soustavy hmotnych bod@ je rovna vnéjsi sile.

Vnitini sily nemaji vliv na celkovou hybnost soustavy.

dH _ .
dt
dH = F - dt

2 t
fm-dW=fﬁ-dt S F=mi- (W, — W)
1 0

Postup rfeSeni touto metodou je mozné shrnout do tfi bod(.

1) Volba soufadnicového systému

2) Volba vhodné kontrolni plochy

3) Zapis VZTH ve sméru soufadnicovych os

- Leva strana rovnice obsahuje sily, kterymi tekutina uzaviena v kontrolni ploSe pusobi
na kontrolni plochu a na obtékané téleso (znaminka se urcuji podle sméru os).

- Prava strana rovnice sestava ze sumy tokl hybnosti, pfiCemzZ se vstupni toky znaci

kladné, vystupni zaporné a sméry tokl opét koresponduji se sméry prislusnych os. [2]
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2. Zakladni vlastnosti

Priklad 2.1

Ve zcela naplnéné tlakové nadrzi je voda o tlaku py. Po vypusténi vody o objemu AV klesl

tlak na tlak atmosféricky pqtm. Urcete objem vody v nddrzi pfi zanedbani pruznosti nadoby.

Zadané hodnoty: pam = 0,1 MPa, po = 1 MPa, AV = 36 dm?, € = 5:10"° m%N"™
Vypoctéte: Vg

Reseni:
1(0V) AV Vo A
= ——|— - = —c .
b AV ~ 361073 so
T e am—po) 5 10°-(1-10)-10°
PFiklad 2.2

Urcete, kolik tekutiny vytece netésnostmi z uzavieného absolutné tuhého potrubi, kdyz

dojde k poklesu tlaku z pp na p;.

Zadané hodnoty: po=7,5 MPa, p1 =7 MPa, d =400 mm, L =2 km, € = 5:10° m*N*
Vypoctéte: AV

Reseni:

1 (6V
%4

— AV =—¢-V,-A
ap)T_’ € Vporap

Vo—Vi=—¢-Vy (po—p1)
2

d
V1—Vo:S'Vo'(Po—Pl):S'ET'L'(PO—PQ

2

)

0,4
Vl_V0:5'10_10'7T 4

.2-(75—7)-10° = 62,81

Objem tekutiny se zvétsil 0 62,8 |, toto mnozstvi tedy uniklo netésnostmi.
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