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Uvodem

Tato ucebnice se vénuje zdkladim integralniho poctu funkce jedné
redlné proménné, ktery je nedilnou soucdsti matematické analyzy. Bez
n¢j se neobejdeme pii studiu nejen mnoha dalSich partii matematiky, ale
i fyziky, mechaniky, ekonomie a jinych obort. Neurcitymi i urcitymi
integrély se text zabyva priblizné v rozsahu latky, kterd se obvykle pred-
nasi v prvnim ro¢niku nematematickych oborti vysokych Skol. Mohou
Ji ale vyuzivat i studenti prirodovédnych gymnéazii a snad potési 1 dalsi
zajemce o matematiku.

Text je zaméfen na srozumitelné podani uciva a na dliikladné vysvét-
leni postupti pri vypoctu integrali v riznych typech tloh. V kazdé kapi-
tole je nejprve uveden stru¢ny prehled teorietickych poznatkd, po ném
nasleduje dostatek reSenych prikladi s podrobnym vysvétlenim postupu
vypoctu a dalsi dlohy pro samostatné procvicovani. K dspéSnému zvlad-
nuti latky se predpoklada znalost teorie redlnych funkci a zdklada dife-
rencidlniho poctu jedné realné proménné. (Mnoznymi integrély se v této
publikaci nezabyvame.)

Mou snahou bylo nabidnout studentim zakladni pfehled o integra-
lech a metodéch jejich vypoctu a poskytnout jim soubor feSenych uloh
vhodnych pro pfipravu na seminafe a pisemné testy. Pfipadni zdjemci o
podrobné;jsi vyklad teorie s ditkazy vét (které zde jsou vzhledem k tcelu
textu uvadény jen minimalné) ¢i o vypocet narocnéjsich prikladul jisté
najdou dalsi ucebnice a skripta k tomuto tématu.

Text vznikl na zakladé mych prednasek a seminaiti na Technické uni-
verzité v Liberci. Praktickd forma e-knihy umoZziiuje mit ji stale pfi ruce
— v mobilu, v tabletu, ve CteCce €i na pocitaci.

Vérim, ze tato ucebnice prisp€je k lepSimu porozuméni probirané

latky a ke snazS§imu zvladnuti Vaseho studia. \@

autorka
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1. Primitivni funkce a neurcity integral

V celém dalSim textu budeme funkci f rozumét redlnou funkci jedné
redlné proménné. Budeme pouZivat pojmy defini¢ni obor funkce, obor
hodnot, limita funkce a prvni derivace funkce s oznacenim f’.

V ramci diferencidlniho poctu se k funkci f dané na intervalu [ zjis-
t'uje jeji derivace. Nyni si ale pfedstavme ulohu opacnou: Vime, Ze
zadana funkce f je derivaci urcité ,,vychozi* funkce, a pravé tuto vy-
chozi funkci chceme néjakym zplisobem zjistit. U nékterych jednodus-
Sich funkci miiZeme takovou funkci urcit pfimo, ze znalosti derivaci, ale
obecné je potfeba ji vhodnym zplisobem vypocitat.

Postupy, které ndm k tomu slouZzi, se souhrnné nazyvaji integrace, in-
tegrovdni a tato hledand ,,vychozi* funkce se nazyva funkce primitivni.
Obvykle se znaci velkym pismenem, které odpovidd oznaceni funkce
zadané.

Definice 1.1. Primitivni funkci k funkci f na intervalu I = (a,b),
a,b € R* nazveme funkci F', pro kterou plati:

F'(z) = f(x) Vzel.

Primitivni funkce je na I spojitd, nebot zde existuje jeji derivace.
JestliZze méd funkce f na intervalu [ primitivni funkci, ma téchto
funkci nekoneéné mnoho. Mame-li napf. konstantni funkci f(z) = 5,
definovanou na R, ze vzorcu pro derivace ihned vime, Ze jeji primitivni
funkci bude funkce

F(z) = b5x, protoze (bz)' =5 Vz € R.
Ale i dalsi funkce spliuji uvedenou definici, napf.:

Fi(xz) = bz + 2, protoze (bx +2)' =5 Vz € R,

Fy(x) = 5z — 18,3, protoze (bx — 18,3)' =5 Vz € R atd.
Plati tedy nasledujici véta:

Véta 1.1. Mad-li funkce f na intervalu I primitivni funkci, pak md na I
primitivnich funkci nekonecné mnoho. VSechny primitivni funkce k f se
navzdjem lisi o konstantu c € R.

Diikazy tvrzeni v této ucebnici zpravidla uvadét nebudeme, ale zde na
ukdzku jednoduchy ditkaz provedeme.



Diikaz Vety 1.1: Je-li F' primitivni funkei k f na intervalu 7, pak pro
vSechna ¢ € R je také funkce G = F' + ¢ primitivni funkci k f na I,
protoze

G'(zr)=(F(z)+c¢)=F(x)=f(z) Voxel.

Mg¢jme déle F} a F5 dvé libovolné primitivni funkce k funkci f na inter-
valu /. Pak pro derivaci jejich rozdilu plati:

(Fi(z) — Fa(x)) = Fi(z) — F3(v) = f(z) — f(x) =0 Vrel
Tedy I} — F5 je na [ konstantni funkce, tj. /1 — F5 = ¢,c € R.

Definice 1.2. Neurcitym integrdalem funkce f na intervalu I nazveme
souhrn vSech primitivnich funkci k funkci f na tomto intervalu.

Pro zépis neurlitého integrilu budeme pouZivat oznaleni [ f(z)dx
(ptip. zjednodusené [f), kde za znakem pro integrdl nésleduje
integrovand funkce (tzv. integrand) a dale symbol dx, ktery uvadi
oznaceni integracni proménné (tj. proménné, podle které se integruje).
Symbol dx je zde souldsti znaku integrdlu a nemd pfimy vyznam
diferencidlu. Vysledek neurcitého integrdlu se obvykle zapisuje vCetné
integraCni konstanty:

Pozndamky:

a) Neurcity integrdl jsme definovali jako souhrn primitivnich funkci
(. mnozinu funkci), ale pfi vypoctech s nim bézné pracujeme jako
s jednou funkci. Proto se v nékterych ucebnicich neur€itym integralem
piimo nazyva kazda primitivni funkce.

b) V neurcitém integrdlu mize byt vZzdy pouze jedna integracni pro-
ménnd, na jejim oznaceni viak nezalezi: [ f(x)dx, [ f(t)dt, | f(s)ds.
¢) Z vyznamu derivovani a integrovani plyne, Ze jsou to postupy vza-
jemné opacné. Pro kazdé x z oboru integrace [/ tedy plati:

(/f dx)  f /f () +c.



Proto zkousku spravnosti vypoctu mizeme vzdy provést zpétnym
zderivovanim vysledné primitivni funkce, ¢imz ziskdme (po pfipadnych
Upravach) ptivodni integrovanou funkci.

d) Kazda primitivni funkce je spojita
na [. Grafy vSech primitivnich
funkci k dané funkci f jsou kiivky
stejného typu, posunuté ve sméru
osy y o konstantu ¢ € R (viz Obr.
1.1).

e) VSechny primitivni funkce
k zadané funkci f se navzdjem
liSi o konstantu, ne vzdy je vSak
tato  konstanta zfeyjma. Napf.
k funkci f(x) = % je na intervalu Obrazek 1.1: Grafy primitivnich funkci
I = (0, co0) primitivni funkei funkce

F(z) = Inz i funkce Fi(x) = In 2z,

nebot’ (111 2¢) = 5 - 2 = 1 atedy funkce F spliiuje definici
pr1m1t1vn1 funkce na I také. Konstantu, o kterou se obé funkce lisi,
zjistime dpravou logaritmu: In 2z = In2 4 Inx a hledand konstanta je
c=1In2.

f) Primitivni funkce k funkci f se za urcitych predpokladti nékdy zavadi
1 na uzavieném intervalu / (v krajnich bodech se pak definovany vztah
uvazuje pro prisluSné jednostranné derivace). My vSak budeme hledat
primitivni funkci vZdy na otevieném intervalu, podle Definice 1.1.

Zéakladnimi vétami pro neurcity integral jsou nasledujici dvé véty:

Véta 1.2. (o existenci primitivni funkce) Je-li funkce f spojitd na
intervalu I, pak k ni na I existuje primitivni funkce F' (a tedy i neurcity
integrdl).

Na zédkladé véty 1.2 urCujeme obor integrace jako maximalni otevieny
interval, na némz je funkce f spojitd. Je zfejmé, Ze funkce miize
byt integrovatelnd na vice intervalech, napf. funkce f(z) = # je
integrovatelnd na [; = (—o00,0) ina I, = (0,00) (ale ne na jejich
sjednoceni!).



Bez ptedpokladu spojitosti funkce f na intervalu / se neobejdeme,
coZ ukazuje 1 nasledujici priklad.

Priklad 1.1.

Je dana funkce f, f(z) = 2z prox € R\ {0} a f(0) = 1. Zjistéte, zda
ma takto definovand nespojitd funkce primitivni funkci.

ReSeni: Funkce f je definovana ve viech bodech = € R, ale je v bodé
0 nespojitd. Kdyby k ni existovala primitivni funkce na intervalech
(—00,0) a (0, 00), byla by to funkce F'(z) = 2? + c. Z dlivodu spojitosti
primitivni funkce by ale /' v bodé€ 0 musela byt dodefinovana hodnotou
F(0) = c. Pak by tedy platilo F'(z) = 2z Vo € Ra F'(0) = 0, jenomZe
zéaroven by mélo byt F'(0) = f(0) = 1. K zadané funkci f tedy zddnd
primitivni funkce neexistuje.

Véta 1.3. (o linearité) Existuji-li na intervalu I neurcité integrdly funkci
f agadidlec e R, pak na intervalu I plati:

[(f(x)+g(x))dz = [ f(z)dz+ [g(z)dz,
[(cf(x)dz = ¢ f(x)du.

Obé uvedené vlastnosti se souhrnné nazyvaji linearita neurcitého inte-
gradlu a lze je také zapsat ve tvaru

/(cf(x)—I—dg(x))dx:c/f(x)dx—l-d/g(a:)dx c,d € R.

Vétu o linearité Ize zobecnit pro soucet konecného poctu funkci.
Zdiraznéme jesté, ze ji nelze pouZzit obracené, tj. Ze z existence
integrdlu ze souctu dvou funkci neplyne existence integralu kazdé
z téchto funkci. Napf. pro soucet CCT” — % = 1 integral [ 1dx existuje
na R, ale [ Zt2dz ani [ 2 dz na R neexistuji.

xT

Zakladni vzorce

Zakladni vztahy pro neurcité integraly ziskdme pfimo ze vzorcil pro
derivace, protoze integrovani je zpétnym postupem k derivovani. Jejich
prehled je v Tabulce 1.1. K jediné zméné od vzorcti pro derivace dochéazi

u integralu
1
/—dx:1n|a:\ +c,
x



