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Učební text pokrývá vybrané oblasti 
z lineární algebry, jednoho z úhelných 
kamenů matematiky, se kterým se setkávají 
studenti nejen matematických programů. 
Autor, který sám přichází ze světa inženýrství, 
na text hledí očima nematematika a tak 
ho představuje také čtenářům. Oproti 
mnoha jiným učebním textům je věnována 
velká pozornost všem důležitým detailům. 
Výklad je veden podrobně, pečlivě a velmi 
srozumitelně. Autor s velkou odbornou 
a pedagogickou erudicí čtenáři objasňuje vše 
podstatné a vede jej k hlubokému vhledu do 
studované látky, zároveň se ale snaží, aby byl 
text v rámci možností čtivý.

Kniha prochází klasické oblasti lineární 
algebry, přičemž výklad samotný je veden 
z možná ne zcela obvyklé pozice. Konkrétně 
se věnuje popisu základních stavebních 
kamenů oboru, totiž vektorů a matic, jejich 
součinům a řešení soustav lineárních rovnic. 
Text přitom čtenáře vybaveného obvyklými 
středoškolskými znalostmi plynule doprovází 
až do abstraktního vektorového prostoru. 
Přes diskuzi o měření vzdáleností a úhlů 
v tomto prostoru se přeneseme k úlohám 
ortogonalizace a shodným zobrazením. 
Základní věta algebry o kořenech 
komplexních polynomů nás zase posune 
k problematice vlastních čísel a vektorů.
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Obrázek na titulńı straně

Prvńı řádek: Struktura nenulových prvk̊u matice 662 bus modelu energetické
přenosové śıtě PSADMIT a dvě jej́ı (simultánńı tj. řádkové i sloupcové) permu-
tace spočtené algoritmy Reverse Cuthill–McKee a Approximate minimum degree.
Druhý řádek: LU-rozklady (resp. faktory U = LT) těchto matic. Matice převzata
z Matrix Marketu [20] z Harwell-Boeing Collection [19], https://math.nist.
gov/MatrixMarket/data/Harwell-Boeing/psadmit/psadmit.html.

Obrázek 8.4 na straně 262 namaloval

Roland Havran, https://cz.linkedin.com/in/roland-havran-49905912b.
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Co už možná známe, mı́sto řeč́ı úvodem 13
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1.4.3 Transpozice matice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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2.2 Součin dvou matic (MM-součin) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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3.3.2 Ekvivalentńı úpravy soustavy rovnic . . . . . . . . . . . . . . 85
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5.1 Několik užitečných lemmátek úvodem . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
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5.2.2.4 Obecný `-tý krok, ` = 1,2,3, . . . , n − 1 . . . . . . . . 153

5.2.2.5 Shrnut́ı: LU-rozklad regulárńı matice . . . . . . . . 154
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7.2.3 Skalárńı součin indukuje normu . . . . . . . . . . . . . . . . . 224
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bor vektor̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233

7.3.2 Od vektor̊u k podprostor̊um — vzájemná ortogonalita dvou
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8.3.2 Ortogonálńı a unitárńı matice obecně . . . . . . . . . . . . . 265
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matice & vztah mezi determinantem a vektorovým součinem . . 331
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kořenovým činitelem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 346
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10.4.2 Gaußova věta — základńı věta algebry . . . . . . . . . . . . 359
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11.1.2 Problém vlastńıch č́ısel v chemii . . . . . . . . . . . . . . . . 373
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Co už možná známe, mı́sto
řeč́ı úvodem

Tento text vznikal v době koronavirové epidemie a kv̊uli (d́ıky) této epide-
mii, totiž jako podp̊urný text pro dočasně zavedené distančńı studium. Epi-
demie svět zastihla v březnu roku 2020, tedy v letńım semestru akademického
roku 2019/2020. Text se však váže k předmětu, který je vyučovaný v semestru
zimńım, a vznikal tak až v akademickém roce 2020/2021. Celý úvodńı kurz
sestávaj́ıćı ze dvou předmět̊u zaměřených nejprve na lineárńı algebru v zimńım
a následně obecnou algebru v letńım semestru je tak pokryt dvěma na sebe na-
vazuj́ıćımi texty. Paradoxem se stalo, že text navazuj́ıćı vznikal jako prvńı a text
předcházej́ıćı jako druhý. Skutečné slovo úvodem k oběma text̊um (knihám) je
proto k nalezeńı ve druhém svazku [13]. Mı́sto daľśıch řeč́ı úvodem se zde raději
zaměř́ıme na připomenut́ı útržk̊u látky z lineárńı algebry, které možná již známe.

Martin Plešinger
v Liberci, v ř́ıjnu l. p. 2020

Poděkováńı bdělým oč́ım

V prvńı řadě bych rád poděkoval Silvii Mitlenerové, která ochotně věnovala sv̊uj
drahocenný čas opravám tohoto výtvoru namı́sto knih literárně hodnotněǰśıch.
Dále bych rád poděkoval studentkám a student̊um, kteř́ı mne intenzivně zahrno-
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A co že tedy už známe?

Některé pojmy nebo objekty, které spadaj́ı do obsahu předmětu, resp. studia té
části matematiky, která se nazývá lineárńı algebra, bezesporu známe.

Lineárńı funkce a lineárńı lomená funkce

Již na základńı a středńı škole jsme se setkali např. s pojmem lineárńı funkce,
př́ıpadně lineárńı lomená funkce

f(x) = a ⋅ x + b, resp. f(x) = a ⋅ x + b
c ⋅ x + d

,

kde a, b, c a d jsou nějaká č́ısla. Pozoruhodné je, že ani jedna z obou funkćı neńı
obecně lineárńı, nebot’ zobrazeńı F (x) je lineárńı, pokud

F (x1 + x2) = F (x1) + F (x2) a F (x ⋅ α) = F (x) ⋅ α.

Výše zmı́něné funkce jsou tedy lineárńı pouze pokud b = 0, c = 0, tedy pokud
f(x) = a ⋅x, resp. f(x) = a

d
⋅x. Ostatně proto také ono a ⋅x v prvńı z obou funkćı

nazýváme lineárńım členem a ono b pak členem konstantńım.
Co o lineárńıch lomených funkćıch pravděpodobně nev́ıme, ač je to v kontextu

našeho právě započnuvš́ıho kurzu nesmı́rně pozoruhodné, je skládáńı těchto
funkćı. Uvažujme

f(x) = a ⋅ x + b
c ⋅ x + d

a g(x) = k ⋅ x + q
r ⋅ x + s

,

jejich složeninou je

f(g(x)) =
a ⋅ k⋅x+q

r⋅x+s + b
c ⋅ k⋅x+q

r⋅x+s + d
= (a ⋅ k + b ⋅ r) ⋅ x + (a ⋅ q + b ⋅ s)

(c ⋅ k + d ⋅ r) ⋅ x + (c ⋅ q + d ⋅ s)
.

Zaṕı̌seme-li koeficienty takových funkćı do matic 2× 2 (kdo se s pojmem matice
dosud nesetkal, může s klidným srdcem přeskočit na daľśı odstavec) tak, že

f(x) z→ Mf = [ a b
c d

] , g(x) z→ Mg = [ k q
r s

] ,

pak zřejmě

f(g(x)) z→ Mf ⋅Mg = [ a b
c d

] ⋅ [ k q
r s

] = [ a ⋅ k + b ⋅ r a ⋅ q + b ⋅ s
c ⋅ k + d ⋅ r c ⋅ q + d ⋅ s ] .

Jejich skládáńı je tedy v jistém smyslu lineárńı.

Lineárńı zobrazeńı stejně jako práce s maticemi bude v tomto kurzu naš́ım
denńım chlebem.
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Lineárńı rovnice a soustava lineárńıch rovnic

Daľśım pojmem, který jistě známe již ze základńı školy, je lineárńı rovnice, tedy
rovnice tvaru

a ⋅ x = d,

př́ıpadně soustava (dvou) lineárńıch rovnic (pro dvě neznámé)

a ⋅ x + b ⋅ y = d,
k ⋅ x + q ⋅ y = s.

V prvńım př́ıpadě v́ıme, že když a ≠ 0, pak má rovnice řešeńı x = d
a
. Ve

druhém př́ıpadě tuš́ıme, že existence řešeńı nějakým zp̊usobem souviśı s č́ımsi,
co nazýváme nezávislost (přesněji lineárńı nezávislost) levých stran obou rovnic.
Ti, kdo se setkali na středńı škole s maticemi, také nejsṕı̌s věd́ı, že právě tato
soustava se dá pomoćı matic napsat jako jedna rovnice o jedné neznámé

[ a b
k q

] ⋅ [ x
y

] = [ d
s

] ,

jenže rovnice vektorová, jej́ıž neznámou je vektor o dvou složkách.

Důležité však je, že i ta jediná rovnice o jedné neznámé a ⋅x = d vykazuje tři
r̊uzné typy chováńı:

• Podmı́nkou a ≠ 0 jsme si zajistili existenci výše zmı́něného jednoznačného
řešeńı. Rovnice však může mı́t řešeńı i jindy.

• Pokud a = 0 a zároveň d ≠ 0. Obě strany rovnice můžeme nenulovým č́ıslem
d vydělit a dostáváme tak rovnici

0 ⋅ x = 1.

Snadno ověř́ıme, že žádné x, pro které by se levá strana rovnala pravé,
neexistuje. Rovnice tedy nemá řešeńı.

• Pokud a = 0 a zároveň d = 0, dostáváme rovnici

0 ⋅ x = 0.

Opět snadno ověř́ıme, že je splněna pro jakékoliv x. Rovnice má tedy
nekonečně mnoho řešeńı.

Zcela analogicky můžeme rozebrat i výše uvedenou soustavu, to však provedeme
až v daľśım odstavci.

Kĺıčový pojem lineárńı (ne)závislosti, pojem vektoru, studium existence
a jednoznačnosti řešeńı soustav (mnoha) lineárńıch rovnic (o mnoha

neznámých), ale i hledáńı těchto řešeńı bude také náplńı tohoto kurzu.
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Obrázek 1: Tři podstatně r̊uzné možnosti vzájemné polohy dvou př́ımek v rovině.
Zleva: r̊uznoběžné, rovnoběžné r̊uzné, rovnoběžné identické.

Vybrané objekty analytické geometrie

V př́ıdavném jménu lineárńı slyš́ıme latinský základ linea, nebo alespoň anglické
slov́ıčko line — př́ımka. To je prvńı z objekt̊u analytické geometrie, který nás
bude zaj́ımat. Ze středńı školy jistě známe obecnou rovnici př́ımky (v rovině)

¯pffl ∶ a ⋅ x + b ⋅ y − d = 0, přičemž požadujeme aby a ≠ 0 nebo b ≠ 0.

Př́ımka je pak konkrétně množina bod̊u roviny splňuj́ıćı tuto rovnici. Pokud
chceme všechny tyto body nalézt, rovnici prostě vyřeš́ıme, neboli přejdeme k pa-
rametrickému popisu př́ımky. Je-li např. a ≠ 0, pak

¯pffl ∶ { x = x(τ) = b ⋅ τ + d
a
,

y = x(τ) = −a ⋅ τ,

kde τ je onen parametr. Vykresleńım bod̊u [x(τ), y(τ)] pro všechny možné
hodnoty parametru př́ımka vznikne.

Pokud se pod́ıváme na soustavu rovnic z předchoźı sekce, vid́ıme, že tato
soustava rovnic neńı nic jiného, než soubor dvou př́ımek v rovině

¯pffl ∶ a ⋅ x + b ⋅ y − d = 0,

`q ∶ k ⋅ x + q ⋅ y − s = 0.

Na obrázku vid́ıme tři situace, podstatně r̊uzné možnosti, které mohou nastat
ve vzájemné poloze dvou př́ımek v rovině. Tyto možnosti odpov́ıdaj́ı existenci
jednoznačného řešeńı, žádného řešeńı a nekonečně mnoha řešeńı, která v rovině
tvoř́ı př́ımku.

V př́ıpadě soustavy může být situace ještě nepatrně složitěǰśı. Některá, nebo
dokonce žádná z rovnic nemuśı rovnićı př́ımky. Snadno si rozmysĺıme, že kdykoliv
soustava obsahuje alespoň jednu rovnici tvaru 0 ⋅x+0 ⋅y = 1, soustava nemá žádné
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řešeńı. Zbývaj́ı situace, kdy (i) obsahuje soustava jednu rovnici př́ımky a jednu
nulovou rovnici 0 ⋅ x + 0 ⋅ y = 0, resp. (ii) dvě nulové rovnice. V obou těchto
př́ıpadech má soustava nekonečně mnoho řešeńı tvoř́ıćıch bud’ (i) př́ımku, nebo
(ii) celou rovinu.

Z analytické geometrie ale známe i daľśı objekty (rovné podobně jako př́ım-
ky), které nás budou zaj́ımat, např́ıklad roviny. Připomeňme obecnou rovnici
roviny v prostoru ˚rffl ∶ a ⋅ x + b ⋅ y + c ⋅ z − d = 0,

přičemž opět požadujeme, aby alespoň jeden z koeficient̊u a, b, c byl nenulový.
Jak źıskat parametrický popis roviny, stejně jako zopakováńı si pojmů jako
je normálový vektor a směrové vektory, již ponecháváme na čtenáři. Nicméně
je zřejmé, že po formálńı stránce můžeme s rovnićı nakládat podobně jako
v př́ıpadě př́ımky.

Analogicky můžeme uvažovat i soubor dvou rovin v prostoru

˚rffl ∶ a ⋅ x + b ⋅ y + c ⋅ z − d = 0,

¯s ∶ k ⋅ x + q ⋅ y + r ⋅ z − s = 0,

neboli soustavu dvou rovnic o třech neznámých. Rozmyslet si, jakou vzájemnou
polohu mohou mı́t dvě roviny v prostoru, také již ponecháváme na čtenáři.
Každopádně pokud roviny nejsou rovnoběžné, prot́ınaj́ı se a jejich pr̊unikem je
př́ımka. Soubor dvou rovin, resp. soustava jejich obecných rovnic pak představuje
něco jako obecnou rovnici př́ımky v prostoru; jak nalézt parametrický popis ta-
kové př́ımky opět ponecháváme na čtenáři.

Formálně jsme opět zabředli do řešeńı soustav lineárńıch rovnic. Nicméně
geometrická představa m̊uže dát dobrý vhled do toho, co se při řešeńı takové
soustavy děje a kam mı́ř́ıme, a naopak lineárńı algebra nám dává k dispozici

robustńı aparát, jak analyticko-geometrické úlohy řešit.

Detailněji se pod́ıváme na to, jak lze zavést v prostoru vzdálenosti a úhly,
abychom u podobných úloh dokázali své odpovědi i kvantifikovat — jaké úhly

sv́ıraj́ı objekty nerovnoběžné, jaké jsou vzdálenosti rovnoběžných objekt̊u.

Daľśı doporučená literatura

Ve zbytku úvodu se pokuśıme krátce doporučit vybranou literaturu. Literatura
je rozdělena do tř́ı ne př́ılǐs ostře vymezených odd́ıl̊u. Prvńı tři odd́ıly zahr-
nuj́ı literaturu, řekněme, v́ıce základńı, odpov́ıdaj́ıćı úvodńım kurz̊um lineárńı
algebry. Tyto odd́ıly se pak lǐśı sṕı̌se formálně, tedy formou: totiž při pohledu
na publikaci z prvńıho odd́ılu si čtenář pravděpodobněji řekne

”
ejhle kniha“,

zat́ımco při pohledu na publikaci z druhého pravděpodobněji
”
ejhle skriptum“,

o třet́ım neńı třeba dlouze diskutovat. V odd́ılu posledńım jsou pak vybrané
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publikace obsahově v jistém smyslu navazuj́ıćı na publikace základńı, zaměřené
zejména na hlubš́ı studium pojmu matice.
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Kapitola 1

Základńı stavebńı kameny
— vektory & matice

Po celou dobu tohoto kurzu se budeme setkávat se dvěma speciálńımi mate-
matickými objekty, budou to vektor a matice, jak již napov́ıdá název kapitoly.
Než se však dostaneme k alespoň nějaké prvotńı konkretizaci těchto lineárně-
algebraických pojmů, připomeneme si několik pojmů množinových, resp. č́ısel-
ných. Sṕı̌se než připomenut́ı se však bude jednat o jakési vágńı vymezeńı.

1.1 Několik slov k množinám a uspořádaným
množinám — n-tićım

S pojmem množina budeme pracovat poměrně naivńım zp̊usobem, bude pro
nás synonymem souhrnu, nebo souboru objekt̊u; bude jakýmsi pytĺıčkem, který
může být prázdný, nebo může obsahovat nějaké konkrétně vyjmenované nebo
dostatečně jasně specifikované objekty. Přesněǰśım vymezeńım pojmu se zabývá
teorie množin. Ukazuje se totiž, že naše naivńı vymezeńı může vést k r̊uzným
nepř́ıjemným paradox̊um (viz např. Russel̊uv paradox).

Představa množiny jako pytĺıčku s objekty nicméně dobře vystihuje jeden
podstatný jev — neuspořádanost prvk̊u množiny. Kromě množin ale budeme
často potřebovat pracovat s jakosi uspořádanou variantou (můžeme si představit,
že objekty z pytĺıčku vyndáváme, což čińıme v nějakém konkrétńım pořad́ı).
Základńım stavebńım prvkem bude tzv. uspořádaná dvojice. Uspořádanou dvo-
jici zpravidla znač́ıme (a, b), a můžeme ji definovat např. jako množinu

(a, b) = {{a}, {{a}, b}}.

Tedy jako množinu se dvěma prvky — opět množinami: jedna z nich je přitom
vždy jednoprvková a obsahuje prvńı prvek uspořádané dvojice, druhá pak spe-
cifikuje druhý prvek uspořádané dvojice.

19
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Úloha 1.1. Čtenář si rozmysĺı, proč a k čemu jsou jednotlivé množinové závorky
uvedené v definici uspořádané dvojice vhodné. Dobré je se pod́ıvat např. na
uspořádanou dvojici (a, a), př́ıpadně (a,{a}).

Dále je dobré si rozmyslet, jak analogickým zp̊usobem zapsat uspořádanou
trojici.

1.1.1 Kartézský součin množin

Připomeňme, že máme-li dvě množiny, řekněme

M = {1,2,3}, N = {A,B},

o třech, resp. dvou prvćıch, můžeme zkonstruovat jejich tzv. kartézský součin,
tedy množinu označovanou M ×N , která bude obsahovat všechny uspořádané
dvojice takové, kde prvńı prvek dvojice je z prvńı množiny a druhý z druhé, tedy

M ×N = { (1,A), (2,A), (3,A),
(1,B), (2,B), (3,B) }.

Množina nemá nijak předepsané pořad́ı prvk̊u, nicméně zde jsme je záměrně
vypsali do tvaru jakési

”
tabulky“, do jej́ıhož horńıho záhlav́ı bychom mohli

zapsat prvky množiny M a do jej́ıhož levého záhlav́ı bychom mohli zapsat prvky
množiny N . Speciálně kartézský součin množiny M se sebou samou budeme
značit

M 2 = M ×M .

Zcela analogicky můžeme uvažovat kartézský součin větš́ıho počtu množin.
Pokud budeme mı́t nav́ıc ještě množinu

K = {α,β, γ, δ},

můžeme uvažovat kartézský součin tř́ı množin jako množinu

M ×N ×K = { (1,A,α), (2,A,α), (3,A,α), (1,B,α), (2,B,α), (3,B,α),
(1,A, β), (2,A, β), (3,A, β), (1,B, β), (2,B, β), (3,B, β),
(1,A, γ), (2,A, γ), (3,A, γ), (1,B, γ), (2,B, γ), (3,B, γ),
(1,A, δ), (2,A, δ), (3,A, δ), (1,B, δ), (2,B, δ), (3,B, δ) }

všech uspořádaných trojic. Kdybychom zde chtěli prvky kartézského součinu
srovnat do pomyslné

”
tabulky“ jako v předchoźım př́ıpadě, tabulka by byla

trojrozměrná.

Hravě si však rozmysĺıme, že na kartézský součin M ×N ×K se můžeme,
při troše dobré v̊ule, d́ıvat jako na

M × (N ×K ), nebo (M ×N ) ×K .
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Je zde formálńı rozd́ıl, který však budeme zanedbávat. Řekli jsme, že prvky
p̊uvodńıho součinu uspořádané trojice (které můžeme definovat př́ımo, analo-
gicky uspořádaným dvojićım), prvky druhých dvou uspořádané dvojice; např.

(1,A,α) versus (1, (A,α)), resp. ((1,A), α).

T́ımto zp̊usobem nicméně můžeme kartézské součiny vyšš́ıch počt̊u množin, resp.
uspořádané n-tice (n > 2) alternativně rekurzivně definovat. Tedy uspořádanou
trojici (1,A,α) formálně ztotožnit např. právě s uspořádanou dvojićı (1, (A,α)),
jej́ımž prvńım prvkem je 1 a druhým prvkem uspořádaná dvojice (A,α).

Tak jako v př́ıpadě součinu dvou množin můžeme i nyńı kartézský součin,
jsou-li všechny součinitele toutéž množinou, zapsat pomoćı symbolické mocniny,
tedy

M 3 = M ×M ×M .

Vezmeme-li v úvahu naše formálńı ztotožněńı uspořádaných trojic se speciálńımi
uspořádanými dvojicemi, můžeme také psát např.

M 3 = (M ×M ) ×M = M 2 ×M .

Polož́ıme-li nav́ıc M 1 = M (pozn. že někdy též pracujeme s nulovou mocni-
nou M 0 = ∅, která reprezentuje prázdnou množinu), můžeme rekurzivně zavést
obecnou přirozenou kartézskou mocninu množiny

M n+1 = M n ×M , pro n ∈ N.

Množina M n je tedy množinou všech uspořádaných n-tic prvk̊u z M .

1.1.2 Některé č́ıselné množiny

Na závěr tohoto kratičkého exkurzu do světa kartézských součin̊u se velmi
stručně pod́ıváme na množiny, se kterými budeme mı́ti tu čest. V závěru před-
choźıho odstavce zaznělo slovo přirozená (mocnina) a ve vzorečku se objevil
dosud neznámý symbol N. T́ım budeme, jak asi tuš́ıme, značit tzv. přirozená
č́ısla. Jejich nepatrně detailněǰśımu vymezeńı se budeme věnovat v druhé části
tohoto textu (tj. v letńım semestru). Zde si vystač́ıme s t́ım, že absolvent ma-
turitńıho oboru má pojem přirozených č́ısel alespoň nějak vybudovaný. Jsou to
č́ısla, jimiž poč́ıtáme objekty. Poznamenejme však, že se obecně můžeme setkat (i
mezi matematiky) s r̊uzným názorem na to, zda nula do přirozených č́ısel patř́ı,
či nikoliv. Pro tento účel, a bude-li to pro výklad nezbytné, budeme rozlǐsovat
množiny

N+ = N ∖ {0} = {1,2,3, . . .} a N0 = N ∪ {0} = {0,1,2,3, . . .}.

Prostý symbol N tedy budeme využ́ıvat tam, kde bude jedno, zda v přirozených
č́ıslech máme, nebo nemáme nulu, resp. tam, kde to bude z kontextu jednoznačně
jasné. Tato č́ısla budeme použ́ıvat zejména pro indexováńı souvisej́ıćı s velikost́ı
kartézských mocnin (jak bylo naznačeno výše).
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Kartézské mocniny však nebudeme konstruovat nad výše zmı́něnou a ne
př́ılǐs zaj́ımavou množinu M , ale nejčastěji nad množinu reálných č́ısel, kterou
budeme značit R, př́ıpadně nad množinou komplexńıch č́ısel, kterou budeme
značit C. Připomeňme, že

C = {a + b ⋅ i ∶ a, b ∈ R}, kde i2 = −1.

Tyto dvě množiny jsou pro nás zaj́ımavé zejména proto, že jsou dostatečně
úplné. Libovolné dva prvky těchto množin (dvě č́ısla) umı́me seč́ıst a vynásobit,
ke každému č́ıslu máme k dispozici č́ıslo opačné a k nenulovému č́ıslu máme
i převrácenou hodnotu. V obou množinách tedy kromě sč́ıtáńı a násobeńı umı́me
také odeč́ıtat a dělit (nenulovým č́ıslem). Takové množiny, jak uvid́ıme později
(v druhé části textu), nazýváme tělesa (resp. algebraická tělesa), to však ted’

neńı d̊uležité.
Při některých speciálńıch př́ıležitostech sáhneme výjimečně i po množině

celých č́ısel
Z = {0,±1,±2,±3, . . .},

resp. racionálńıch č́ısel

Q = {p
q
∶ p, q ∈ Z, q ≠ 0} .

S přesněǰśım vymezeńım zejména racionálńıch č́ısel se opět setkáme až v druhé
části textu. Na závěr poznamenejeme, že v racionálńıch č́ıslech také umı́me
provádět základńı čtyři operace (jsou tedy tělesem). Protože však neobsahuj́ı
řadu č́ısel, která se nám budou často hodit — typicky odmocniny (

√
2,

√
3,√

5,
√

7, . . ., 3
√

2, . . ., 17
√

13, . . .), ale i daľśı užitečná č́ısla (Ludolfovo č́ıslo π,
tj. poměr obvodu a pr̊uměru kruhu, Eulerovo č́ıslo e, tj. základ přirozených
logaritmů, atd.) —, budeme se jim raději vyhýbat.

1.2 Vektory

Pojem vektoru je nám jistě dobře známý již ze středńı (částečně možná i ze
základńı) školy, a to hned v několika předmětech.

1.2.1 Vektory v analytické geometrii

S vektorem jsme se setkali speciálně v analytické geometrii. Máme-li např. za-
danou př́ımku ¯pffl v rovině obecnou rovnićı, př́ıpadně parametricky,

¯pffl ∶ 5 ⋅ x − 7 ⋅ y + 4 = 0, resp. ¯pffl ∶ { x = 7 ⋅ τ + 2
y = 5 ⋅ τ + 2

, kde τ ∈ R,

umı́me nalézt a v́ıme co jsou tzv. směrový a normálový vektor

s⃗ = (7,5) a n⃗ = (5,−7)

této př́ımky.
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Úloha 1.2. Za domáćı úkol čtenáři ponecháváme, aby si rozmyslel a zopako-
val, jak spolu obecný a parametrický popis př́ımky souviśı a jak oba souvisej́ı
s normálovým a směrovým vektorem.

Tento jednoduchý př́ıklad se týkal př́ımky v rovině. Je dobré si také roz-
myslet, jak vypadá obecná rovnice roviny v prostoru, jak př́ıpadně vypadá jej́ı
parametrický popis a jaký význam zde má normálový vektor a př́ıpadně směrové
vektory.

Na závěr je také dobré si rozmyslet, jak lze popsat př́ımku v prostoru. Na-
pov́ıme, že jednodušš́ı je zde použ́ıt parametrický popis, je však dobré si rozmyslet
proč. Dále napov́ıme, že př́ımku v prostoru mohu zkonstruovat např. tak, že si
vezmu dvě nerovnoběžné roviny — jejich pr̊unikem je právě př́ımka.

Vektorem tedy v tomto př́ıpadě byla uspořádaná dvojice (reálných) č́ısel.
Jakási

”
šipka“, která určovala např. směr př́ımky. Kromě vektor̊u jsme se v ana-

lytické geometrii setkali ještě s jinými uspořádanými dvojicemi, a sice body
(roviny, prostoru, atp.). Výše zmı́něná př́ımka ¯pffl jistě procháźı bodem

B = [xB , yB] = [2,2],

jak snad snadno ověř́ıme např. dosazeńım souřadnic xB a yB tohoto bodu za x
a y do obecné rovnice př́ımky.

Protože př́ımka sama o sobě je množinou všech bod̊u P = [x, y] roviny,
které splňuj́ı jej́ı rovnici, můžeme jej́ı výše uvedený parametrický popis zapsat i
neparně kompaktněji

P = s⃗ ⋅ t +B, kde t ∈ R, (1.1)

v rozepsaném tvaru

[x, y] = (7,5) ⋅ t + [2,2]. kde t ∈ R, (1.2)

V zápisu zde formálně rozlǐsujeme vektory (⋯) a body [⋯], vid́ıme však, že je
umı́me násobit č́ıslem τ a jakýmsi zp̊usobem sč́ıtat. Tedy speciálně k bodu B
umı́m přič́ıst vektor s⃗ ⋅ τ a dostanu t́ım jiný bod P .

Na jednu stranu intuitivně chápeme, že bod (
”
mı́sto“ v prostoru) neńı vek-

tor (
”
šipka“ mı́̌ŕıćı odněkud někam), na druhou stranu tuš́ıme, že když body

nahrad́ıme
”
šipkami“ mı́̌ŕıćımi z počátku souřadnicového systému právě na ono

”
mı́sto“, kde bod lež́ı, bude vše fungovat naprosto stejně. Body tedy můžeme

také považovat za vektory v jistém slova smyslu.

1.2.2 Vektory ve fyzice

Zcela jistě jsme s vektory setkali také ve fyzice. Vektorem, resp. vektorovou
veličinou zde je např. śıla nebo rychlost. Jsou to fyzikálńı veličiny, které (na
rozd́ıl např. od teploty nebo energie) jsou jakýmsi zp̊usobem

”
bohatš́ı“. Zpravi-

dla je do nákres̊u malujeme jako šipky, čimž chceme znázornit, že maj́ı:

• nějaké p̊usobǐstě (mı́sto, kde je šipka uchycena; kde např. ona śıla p̊usob́ı)
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• velikost (šipka má nějakou délku),

• směr (šipka lež́ı na nějaké př́ımce),

• orientaci (šipka dané velikosti, směru a p̊usobǐstě může mı́t ještě dvě r̊uzné
orientace, kam mı́̌ŕı),

přičemž rozlǐseńı posledńıch dvou vlastnost́ı můžeme považovat sṕı̌se za formálńı
a v obecném jazyce se na něj př́ılǐs nehled́ı (je ale dobré o něm vědět).

Toto fyzikálńı zavedeńı vektor̊u pro nás nebude př́ılǐs vhodné. Snadno ověř́ı-
me, že ne každý vektor bude tyto čtyři body splňovat. Ostatně z fyziky např.
v́ıme, že těleso setrvává v klidu nebo v rovnoměrném př́ımočarém pohybu právě
tehdy, když je výslednice sil na něj p̊usob́ıćıch nulová. Sč́ıtáńım vektor̊u sil tedy
v takovém př́ıpadě dospějeme k nulovému vektoru. Tedy k vektoru, jehož velikost
je nulová. Jaký je pak ale jeho směr? A jaká orientace? Stejně tak bychom se
mohli ptát i po jeho p̊usobǐsti (zde by byla zřejmě v těžǐsti, nicméně nulová
śıla může na těleso p̊usobit i kdekoliv jinde, jej́ı p̊usobeńı nemá na těleso žádný
efekt).

1.2.3 Vektory jako uspořádané n-tice

S využit́ım pohledu analyticko-geometrického i fyzikálńıho můžeme svou předsta-
vu vektoru ztotožnit sṕı̌se s oněmi body v rovině (prostoru, ...), resp. s

”
šipkami“

mı́̌ŕıćımi z počátku souřadnicového systému (tedy s p̊usobǐstěm v tomto počátku)
k těmto bod̊um. V př́ıpadě potřeby budeme samozřejmě umět vektor z počátku

”
utrhnout“ a posunout si jeho p̊usobǐstě, kamkoliv budeme potřebovat (např.

jako směrový vektor př́ımky). Technicky tak můžeme vektory v rovině zapiso-
vat jako uspořádané dvojice, v prostoru jako uspořádané trojice atp. Formálně
zavedeme obecný vektor jako uspořádanou n-tici v následuj́ıćı definici. Ještě
předeśıláme, že narozd́ıl od doposud už́ıvaného zp̊usobu zápisu uspořádaných
dvojic a trojic budeme vektory zapisovat do sloupečku.

Definice 1.1 (Aritmetický vektor). Aritmetickým vektorem délky n ∈ N+ na-
zveme uspořádanou n-tici reálných, resp. komplexńıch č́ısel,

v =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ν1

ν2

ν3

⋮
νn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rn, resp. Cn.

Čı́slo νj ∈ R, resp. C, j = 1,2,3, . . . , n nazýváme j-tým prvkem, př́ıpadně j-tou
složkou vektoru.

Př́ızviskem aritmetický vektor bychom jednak rádi naznačili to, že se časem
setkáme ještě s jiným vektorem (resp. jinou definićı vektoru), a sice s mno-
hem obecněǰśım vektorem algebraickým (viz kapitolu 6). Druhým d̊uvodem, proč
to v definici uvád́ıme, je, abychom neměli dvě r̊uzné definice stejného pojmu,
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totiž vektoru. Ve vlastńım textu budeme nicméně hovořit téměř výhradně pouze
o vektoru. Že se jedná o vektor aritmetický, budeme zd̊urazňovat jen tam, kde
to bude vhodné nebo nezbytně nutné.

Na závěr poznamenejme, že budeme většinu času (tj. dokud to bude možné)
pracovat s vektory reálnými. Stejné úvahy však lze provádět i s vektory kom-
plexńımi. Do komplexńıho světa budeme ut́ıkat v př́ıpadě, kdy zde bude nějaký
podstatný rozd́ıl oproti světu reálnému, nebo pokud to bude nutné.

1.3 Operace s vektory

Již na př́ıkladu př́ımky v analytické geometrii, přesněji zápisu (1.1)–(1.2) vid́ıme,
že bude užitečné naučit se s vektory základńım zp̊usobem manipulovat. Mezi
základńı operace, jak z př́ıkladu tuš́ıme, bude patřit:

• součet dvou vektor̊u a

• součin vektoru a č́ısla.

Obě tyto operace přitom provád́ıme tzv. po složkách.

1.3.1 Součet dvou vektor̊u

Uvažujeme-li dva vektory stejné délky

v =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ν1

ν2

ν3

⋮
νn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rn, w =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ω1

ω2

ω3

⋮
ωn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rn,

pak jejich součtem rozumı́me vektor

v +w =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ν1 + ω1

ν2 + ω2

ν3 + ω3

⋮
νn + ωn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rn.

Součet lze také zapsat

(v +w)j = νj + ωj , pro j = 1,2,3, . . . , n,

kde symbolem ( ⋅ )j znač́ıme zobrazeńı

( ⋅ )j ∶ Rn Ð→ R,

které vektoru přǐrad́ı jeho j-tou složku, speciálně tedy (v)j = νj . Sč́ıtáńı vektor̊u
má i svou geometrickou interpretaci, kterou lze nahlédnout na obrázku 1.1.
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v

ν1

ν2

w

ω1

ω2

v +w

ν1 + ω1

ν2 + ω2

Obrázek 1.1: Geometricky lze provést součet dvou vektor̊u (zde délky dva) po-
moćı tzv. doplněńı na rovnoběžńık.

Vektory r̊uzných délek sč́ıtat nebudeme. Někdy se s t́ım můžeme v nějaké
podobě setkat (např. vektory v rovině sč́ıtáme s vektory v prostoru), v takovém
př́ıpadě vždy ale v́ıme, jak je rovina v prostoru orientovaná, a zpravidla umı́me
rovinné vektory v prostoru snadno interpretovat — např. tak, že je na vhodném
mı́stě doplńıme nulou, takže se de facto jedná o vektory tř́ısložkové.

1.3.2 Součin vektoru a č́ısla

Uvažujeme-li náš reálný vektor v a nějaké reálné č́ıslo α, tj.

v =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ν1

ν2

ν3

⋮
νn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rn, α ∈ R,

pak jejich součinem rozumı́me vektor

v ⋅ α =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ν1 ⋅ α
ν2 ⋅ α
ν3 ⋅ α
⋮

νn ⋅ α

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rn.

Součin lze také zapsat

(v ⋅ α)j = νj ⋅ α, pro j = 1,2,3, . . . , n.
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Geometrická interpretace součinu záviśı na velikosti (přesněji absolutńı hodnotě)
a znaménku č́ısla α, viz obrázek 1.2.

v

v ⋅ α, kde α > 1

v ⋅ α, kde 1 > α > 0

v ⋅ α, kde α = −1

Obrázek 1.2: Součin vektoru s č́ıslem se geometricky projev́ı prodloužeńım,
zkráceńım, př́ıpadně změnou orientace vektoru.

Zamysĺıme-li se nad geometrickou interpretaćı vektoru, vid́ıme, že kromě
zkráceńı či prodloužeńı délky vektoru může doj́ıt také ke třem speciálńım si-
tuaćım:

• Pro α = 1 dostaneme v ⋅ 1 = v. Vektor se při násobeńı jedničkou nezměńı.

• Pro α = 0 dostaneme

v ⋅ 0 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
0
⋮
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rn,

tzv. nulový vektor délky n. Ten budeme pro jednoduchost značit symbolem
0 (tedy v ⋅0 = 0). V př́ıpadě, že by mohlo doj́ıt ke zmateńı a záměně nuly (tj.
č́ısla) s nulovým vektorem, rozměry nulového vektoru upřesńıme indexem,
tj. 0n (tedy v ⋅ 0 = 0n).

• Pro α = −1 dostaneme, jak je v obrázku 1.2 naznačeno, tzv. opačný vektor,
který budeme pro jednoduchost značit −v (tedy v ⋅ (−1) = −v). Opačný
vektor nám umožńı zavést odeč́ıtáńı vektor̊u, tedy

v −w = v + (−w) = v + (w ⋅ (−1)), neboli (v −w)j = νj − ωj .

Speciálně tedy plat́ı v − v = 0n. Geometrickou interpretaci rozd́ılu vid́ıme
na obrázku 1.3.
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v

w

v −w

−w = w ⋅ (−1)

Obrázek 1.3: Součin vektoru s č́ıslem se geometricky projev́ı prodloužeńım,
zkráceńım, př́ıpadně změnou orientace vektoru.

Úloha 1.3. Protože budeme časem pracovat i s komplexńımi č́ısly, tedy složky
našeho vektoru v budou komplexńı č́ısla a č́ıslo α bude také komplexńı, čtenář
si zopakuje, jak se sč́ıtaj́ı a násob́ı komplexńı č́ısla.

Sč́ıtáńı je nepatrně jednodušš́ı, protože vlastně prob́ıhá také po složkách.
Přesněji řečeno sč́ıtáme reálné a imaginárńı složky zvlášt’, tedy pro

c = a + b ⋅ i a z = x + y ⋅ i

plat́ı
c + z = (a + b ⋅ i) + (x + y ⋅ i) = (a + x) + (b + y) ⋅ i.

Součin neńı o tolik těžš́ı. Stač́ı si uvědomit, že komplexńı č́ısla jsou vlastně
dvoučleny a jak se násob́ı dvoučleny, tedy

c ⋅ z = (a + b ⋅ i) ⋅ (x + y ⋅ i)
= a ⋅ x + a ⋅ y ⋅ i + b ⋅ i ⋅ x + b ⋅ i ⋅ y ⋅ i(a + x)
= (a ⋅ x − b ⋅ y) + (a ⋅ y + b ⋅ x) ⋅ i.

Pro lepš́ı vhled do násobeńı komplexńıch č́ısel je ovšem užitečné uvažovat je
v tzv. goniometrickém tvaru, tedy

c = ∣c∣ ⋅ (cos(φ) + sin(φ) ⋅ i) a z = ∣z∣ ⋅ (cos(ψ) + sin(ψ) ⋅ i),

kde ∣c∣ =
√
a2 + b2 je absolutńı hodnota komplexńıho č́ısla c a φ tzv. argument,

tedy úhel, který sv́ırá spojnice počátku komplexńı roviny a č́ısla c s kladnou část́ı
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reálné poloosy. Pak

c ⋅ z = (∣c∣ ⋅ ∣z∣) ⋅ (cos(φ + ψ) + sin(φ + ψ) ⋅ i).

Tedy absolutńı hodnoty č́ısel se násob́ı a argumenty se sč́ıtaj́ı.

1.3.3 Lineárńı kombinace vektor̊u

Při zavedeńı rozd́ılu vektor̊u vid́ıme, že vlastně použ́ıváme obě předchoźı operace
dohromady. Jeden vektor násob́ıme č́ıslem (konkrétně č́ıslem −1) a následně vek-
tory sč́ıtáme. V principu nám ale nic nebráńı vektor před sč́ıtáńım násobit jiným
č́ıslem, resp. r̊uznými č́ısly násobit oba vektory. T́ım se dostáváme k d̊uležité
univerzálněǰśı operaci, kterou budeme uvažovat. Mějme naše dva vektory stejné
délky

v =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ν1

ν2

ν3

⋮
νn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rn, w =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ω1

ω2

ω3

⋮
ωn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rn,

a k nim dvě č́ısla

α, β ∈ R.

Pak vektor

v ⋅ α +w ⋅ β =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ν1 ⋅ α + ω1 ⋅ β
ν2 ⋅ α + ω2 ⋅ β
ν3 ⋅ α + ω3 ⋅ β

⋮
νn ⋅ α + ωn ⋅ β

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rn,

tj.

(v ⋅ α −w ⋅ β)j = νj ⋅ α + ωj ⋅ β,

nazýváme lineárńı kombinaćı (dvou) vektor̊u v a w. Č́ısla α a β nazýváme
koeficienty lineárńı kombinace. Univerzalita lineárńı kombinace je zřejmá:

• pro α = 1, β = 1 je prostým součtem obou vektor̊u, tj. v +w,

• pro α obecné a β = 0 je součinem vektoru s č́ıslem, tj. v ⋅ α,

• pro α = 1, β = −1 je rozd́ılem obou vektor̊u, tj. v −w,

• atp.

Lineárńı kombinace je však pojem ještě nepatrně obecněǰśı. Nic nám totiž nebrá-
ńı uvažovat obecněǰśı počet vektor̊u než jen dva, které budeme kombinovat. Ná-
sleduj́ıćı definice takovou obecnou lineárńı kombinaci spolu s daľśımi užitečnými
pojmy zavád́ı.
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Definice 1.2 (Lineárńı kombinace vektor̊u). Uvažujme k ∈ N+ reálných, resp.
komplexńıch vektor̊u délky n ∈ N+

v` =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ν1,`

ν2,`

ν3,`

⋮
νn,`

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rn, resp. Cn, kde ` = 1,2,3, . . . , k

a reálná, resp. komplexńı č́ısla

α1, α2, α3, . . . , αk ∈ R, resp. C.

Vektor

z =
k

∑
`=1

v` ⋅ α` = v1 ⋅ α1 + v2 ⋅ α2 + v3 ⋅ α3 + ⋯ + vk ⋅ αk

nazýváme lineárńı kombinaćı vektor̊u v` s koeficienty α`.

Pokud
∀` ∈ {1,2,3, . . . , k} plat́ı α` = 0,

tj. α1 = α2 = α3 = ⋯ = αk = 0, pak lineárńı kombinaci nazýváme triviálńı.

Lineárńı kombinaci, která neńı triviálńı, tedy takovou, že

∃`′ ∈ {1,2,3, . . . , k}, pro které α`′ ≠ 0,

nazýváme netriviálńı.

Povšimněme si, že počet vektor̊u je kladné přirozené č́ıslo, tedy speciálně
může být i jeden (pro k = 1). Dále si povšimněme, že pro triviálńı lineárńı
kombinaci vždy plat́ı

z =
k

∑
`=1

v` ⋅ α` =
k

∑
`=1

v` ⋅ 0 = v1 ⋅ 0 + v2 ⋅ 0 + v3 ⋅ 0 + ⋯ + vk ⋅ 0 = 0n.

Na závěr ještě poznamenejme, že ze středńı školy pravděpodobně známe po-
jem nekonečné (geometrické) řady, resp. jej́ıho součtu. Časem se seznámı́me
i s košatěǰśımi nekonečnými řadami, např. řadami funkćı, které se budou lineár-
ńım kombinaćım nápadně podobat. Lineárńı kombinaćı se však zpravidla rozumı́
kombinace konečně mnoha vektor̊u.

1.3.4 Součin dvou vektor̊u?

Umı́me-li dva vektory seč́ıst, může vzniknout oprávněný dotaz, zda umı́me dva
vektory také vynásobit. Mnoźı čtenáři se jistě s některými součiny vektor̊u se-
tkali. Součiny záměrně zmiňujeme v množném č́ısle, protože součin dvou vektor̊u
lze definovat mnoha r̊uznými zp̊usoby. Čtenář se pravděpodobně setkal zejména
s pojmy skalárńı součin a vektorový součin (př́ıpadně také smı́̌sený součin, který
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však již operuje na třech vektorech a je kombinaćı právě součinu skalárńıho
a vektorového). Nicméně součin dvou vektor̊u lze definovat i jinými zp̊usoby,
mezi daľśı nejběžněǰśı patř́ı např. tzv. Hadamard̊uv součin, který je definován
po složkách, stejně jako součet, nebo tzv. vněǰśı součin, viz také sekci 2.2.2.

1.3.4.1 Skalárńı součin

Skalárńımu součinu, jeho definici, významu a vlastnostem se budeme detailněji
věnovat v kapitole 7, sekci 7.2. Nicméně i tak bude užitečné si vzpomenout
jak tento součin nejčastěji (později uvid́ıme, že skalárńı součin lze definovat
nekonečně mnoha r̊uznými zp̊usoby) vypadá. Uvažujme naše dva reálné vektory

v =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ν1

ν2

ν3

⋮
νn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rn, w =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ω1

ω2

ω3

⋮
ωn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rn.

Standardńım skalárńım součinem dvou vektor̊u je č́ıslo (v analytické geometrii
se často znač́ı prostým v ⋅w, my budeme použ́ıvat jiný symbol)

⟨ v ∣w ⟩ =
n

∑
j=1

νj ⋅ ωj = ν1 ⋅ ω1 + ν2 ⋅ ω2 + ν3 ⋅ ω3 + ⋯ + νn ⋅ ωn.

Tedy součet součin̊u odpov́ıdaj́ıćıch si složek. Na operaci součtu součin̊u od-
pov́ıdaj́ıćıch si složek (r̊uzných objekt̊u) budeme narážet opakovaně, proto neńı
od věci to připomenout.

Dobré je také připomenout, že skalárńı součin jakýmsi zp̊usobem souviśı
s t́ım, zda př́ıslušné vektory (ne)sv́ıraj́ı pravý úhel. Přesněji řečeno, z analytické
geometrie v́ıme, že pokud jsou vektory v a w kolmé, pak je jejich skalárńı součin
roven nule. Později uvid́ıme, že věci jsou možná trochu naopak, a sice, že kol-
most nebo lépe řečeno pravoúhlost neboli ortogonalita (resp. úhly obecně) jsou
nulovost́ı skalárńıho součinu (resp. jeho hodnotami) definovány. Což je d̊uležité
zejména v souvislosti s již naznačeným faktem, že skalárńı součin mohu definovat
r̊uznými zp̊usoby (a t́ım i tedy i pravoúhlost a úhly obecně).

Pozor! Jak uvid́ıme později, výše zmı́něným zp̊usobem lze skalárńı součin
definovat pouze v př́ıpadě reálných vektor̊u. Ve světě komplexńıch vektor̊u bu-
deme muset být poněkud obezřetněǰśı.

1.3.4.2 Vektorový součin

Vektorovým součinem se nebudeme př́ılǐs zabývat, nicméně se o něm trochu
zmı́ńıme v kapitole 9, sekci 9.4.3.

Pozor! Ústředńı nevýhodou, která bude vektorový součin v našem textu
fatálně diskvalifikovat, je, že lze snadno definovat pouze pro tř́ısložkové vektory.
Přesněji řečeno, pro ně se zpravidla definuje zp̊usobem, který neumožňuje snadné
a př́ımočaré zobecněńı (ani pro vektory kratš́ı, ani pro vektory deľśı). Některá
možná zobecněńı nicméně později naznač́ıme.
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Pro vektory

v =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ν1

ν2

ν3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ R3, w =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ω1

ω2

ω3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ R3

je definován v tento okamžik trochu tajemným a ne př́ılǐs přehledným zp̊usobem

v ×w =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ν2 ⋅ ω3 − ν3 ⋅ ω2

ν3 ⋅ ω1 − ν1 ⋅ ω3

ν1 ⋅ ω2 − ν2 ⋅ ω1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ R3.

Důležité pozorováńı je, že vektorovým součinem dvou vektor̊u je, na rozd́ıl od
skalárńıho součinu, vektor.

Vektorový i skalárńı součin maj́ı řadu zaj́ımavých vlastnost́ı, které zde ne-
budeme zmiňovat. Nicméně když už byla řeč o kolmosti, jistě stoj́ı za zmı́nku,
že vektorový součin v ×w je kolmý (v klasickém slova smyslu) na každý z obou
svých součinitel̊u v a w.

1.4 Matice

Vektory jsme sice nyńı vytvářeli jen z reálných nebo komplexńıch č́ısel, snadno
si ale můžeme představit, že složky vektoru budou i jiná č́ısla nebo jiné objekty.
Speciálně si můžeme představit vektor (např. k-složkový), jehož složky jsou opět
vektory, tentokrát však již reálné nebo komplexńı (např. n-složkové). Takový
vektor vektor̊u bude ve výsledku obsahovat n ⋅k č́ısel. Abychom jej mohli zapsat
nějak přehledněji, uchýĺıme se k tomu, že např. vněǰśı vektor budeme psát jako
řádek a vnitřńı vektory jako sloupce (nebo naopak, chceme-li). Dostaneme tak
objekt, uspořádanou (n ⋅ k)-tici, kterou můžeme srovnat do tvaru

”
tabulky“.

Právě takovou tabulku budeme nazývat matićı. Pro zd̊urazněńı jej́ıho tvaru ji
budeme nazývat (n, k)-tićı, přičemž prvńı č́ıslo bude vždy značit počet řádk̊u
a druhé počet sloupc̊u tabulky.

1.4.1 Matice jako uspořádané (n, k)-tice

Časem uvid́ıme, že o matićıch můžeme uvažovat v mnoha r̊uzných významech
a kontextech, v tento okamžik však vystač́ıme s následuj́ıćı definićı.

Definice 1.3 (Matice). Matićı velikosti n × k, n, k ∈ N+ nazveme uspořádanou
(n, k)-tici reálných, resp. komplexńıch č́ısel,

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1 a1,2 a1,3 ⋯ a1,k

a2,1 a2,2 a2,3 ⋯ a2,k

a3,1 a3,2 a3,3 ⋯ a3,k

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an,1 an,2 an,3 ⋯ an,k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rn×k, resp. Cn×k.
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Čı́slo aj,` ∈ R, resp. C, j = 1,2,3, . . . , n, ` = 1,2,3, . . . , k nazýváme (j, `)-tým
prvkem, př́ıpadně (j, `)-tou složkou matice.

Poznamenejme ještě, že vektor

a` =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,`

a2,`

a3,`

⋮
an,`

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rn, resp. Cn, kde ` = 1,2,3, . . . k,

nazýváme `-tým sloupcem matice A a vektor

aj =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

aj,1
aj,2
aj,3
⋮

aj,k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rk, resp. Ck, kde j = 1,2,3, . . . n,

nazýváme j-tým řádkem matice A.

Kromě sloupc̊u a řádk̊u matice se také často setkáme s vektorem

adiag =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1

a2,2

a3,3

⋮
aµ,µ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rµ, resp Cµ, kde µ = min{n, k},

který nazýváme diagonálou matice A.

1.4.2 Součet dvou matic, součin matice a č́ısla

Protože matici jsme motivovali jako vektor vektor̊u a definovali ji stejně jako
vektor, nepřekvaṕı nás, že budeme cht́ıt umět provozovat s maticemi podobnou
aritmetiku jako s vektory. Speciálně budeme cht́ıt umět provést:

• součet dvou matic a

• součin matice a č́ısla.

Obě tyto operace přitom budeme provádět opět po složkách. Uvažujme tedy dvě
matice stejných rozměr̊u

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1 a1,2 ⋯ a1,k

a2,1 a2,2 ⋯ a2,k

a3,1 a3,2 ⋯ a3,k

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an,1 an,2 ⋯ an,k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

b1,1 b1,2 ⋯ b1,k
b2,1 b2,2 ⋯ b2,k
b3,1 b3,2 ⋯ b3,k
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

bn,1 bn,2 ⋯ bn,k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rn×k,
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pak jejich součtem rozumı́me matici

A +B takovou, že (A +B)j,` = aj,` + bj,`,

kde symbolem ( ⋅ )j,` znač́ıme, obdobně jako v př́ıpadě vektor̊u, zobrazeńı

( ⋅ )j,` ∶ Rn×k Ð→ R,

které matici přǐrad́ı jej́ı (j, `)-tou složku (tedy j-tý prvek `-tého sloupce, nebo
též `-tý prvek j-tého řádku), speciálně tedy (A)j,` = aj,`. Obdobně, máme-li
nav́ıc reálné č́ıslo α ∈ R, pak součinem matice a č́ısla rozumı́me matici

A ⋅ α takovou, že (A ⋅ α)j,` = aj,` ⋅ α.

Analogicky bychom mohli definovat i lineárńı kombinaci dvou (resp. v́ıce) matic
stejných rozměr̊u.

1.4.3 Transpozice matice

Transpozićı matice rozumı́me jednoduché zobrazeńı, které zaměńı sloupce a řád-
ky dané matice (při zachováńı jejich pořad́ı). Vulgárně můžeme transpozici po-
psat jako jakési

”
překlopeńı podle diagonály“. Transponovanou matici budeme

značit horńım indexem T, tedy AT. Formálně

T ∶ Rn×k Ð→ Rk×n,

přičemž

(AT)`,j = aj,`.

Nejsnáze lze pojem transpozice ilustrovat na konkrétńım př́ıkladu.

Př́ıklad 1.1. Uvažujme např. matici

A = [ 1 2 3
4 5 6

] , pak AT =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 4
2 5
3 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Diagonála matice i jej́ı transpozice je vyznačena červeně.

Zřejmě pro každou matici plat́ı

(AT)T = A,

jak si laskavý čtenář sám rozmysĺı.
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1.4.4 Matice speciálńıch tvar̊u

Viděli jsme, že pojem matice můžeme zavést pomoćı pojmu vektor, jako vektor
vektor̊u. V jistém smyslu je tedy matice vektorem (v́ıce o tom budeme hovořit
v sekci 6.1.2.2).

Na druhou stranu vid́ıme, že základńı operace (sč́ıtáńı a násobeńı č́ıslem) pro-
vozujeme s maticemi a vektory stejným zp̊usobem — totiž po složkách. Speciálně
tak můžeme každý vektor považovat za zvláštńı matici maj́ıćı jen jediný sloupec.
Tedy

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1

a2,1

a3,1

⋮
an,1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rn×1

můžeme považovat za vektor. (Ostatně kartézské mocniny Rn,1 a Rn se lǐśı pouze
formálně.)

Obdobně ale můžeme uvažovat matici maj́ıćı jen jediný řádek, tedy

A = [ a1,1 a1,2 a1,3 ⋯ a1,k ] ∈ R1×k,

a takové matice považovat za (pro mnoho z nás možná obvykleǰśı) řádkové vek-
tory. (Opět je zřejmé, že kartézské mocniny R1,k a Rk se lǐśı jen formálně.)

Posledńım speciálńım tvarem matice, se kterým se setkáme, bude tzv. čtver-
cová matice, což, jak název sám napov́ıdá, nastane v okamžiku, je-li počet řádk̊u
roven počtu sloupc̊u (tj. n = k),

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1 a1,2 a1,3 ⋯ a1,n

a2,1 a2,2 a2,3 ⋯ a2,n

a3,1 a3,2 a3,3 ⋯ a3,n

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an,1 an,2 an,3 ⋯ an,n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rn×n.

Č́ıslo n pak obvykle nazýváme řádem čtvercové matice. Podobně jako můžeme
diskutovat o tom, zda čtverec je, či neńı obdélńıkem (resp. jeho speciálńım
př́ıpadem), i zde se můžeme setkat s r̊uzným názorem na to, zda je matice
obdélńıkovou pouze pokud n ≠ k, nebo kdykoliv.

1.4.5 Matice se speciálńı strukturou prvk̊u

Zejména v př́ıpadě čtvercových matic (ale nejen) se můžeme setkat s daľśımi
pojmy popisuj́ıćımi tvar matice, lépe řečeno strukturu jejich (ne)nulových prvk̊u.
S řadou takových pojmů se budeme seznamovat postupně, nyńı zmı́ńıme jen ty
nejd̊uležitěǰśı.

Speciálně čtvercovou matici A ∈ Rn×n splňuj́ıćı

aj,` = 0 pro všechna j > `,
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tedy maj́ıćı všechny poddiagonálńı prvky nulové, nazveme matićı horńı trojúhel-
ńıkovou. Obdobně čtvercovou matici splňuj́ıćı

aj,` = 0 pro všechna j < `,

tedy maj́ıćı všechny naddiagonálńı prvky nulové, nazveme matićı dolńı troj-
úhelńıkovou. Čtvercovou matici, která je horńı trojúhelńıková a zároveň dolńı
trojúhelńıková, tedy má nulové všechny mimodiagonálńı prvky, nazveme matićı
diagonálńı. Schematicky vypadaj́ı tyto matice (např. řádu 5) jako:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

♡ ♡ ♡ ♡ ♡
0 ♡ ♡ ♡ ♡
0 0 ♡ ♡ ♡
0 0 0 ♡ ♡
0 0 0 0 ♡

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

♡ 0 0 0 0
♡ ♡ 0 0 0
♡ ♡ ♡ 0 0
♡ ♡ ♡ ♡ 0
♡ ♡ ♡ ♡ ♡

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

♡ 0 0 0 0
0 ♡ 0 0 0
0 0 ♡ 0 0
0 0 0 ♡ 0
0 0 0 0 ♡

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

kde ♡ reprezentuje obecný prvek matice, o kterém nic bližš́ıho nev́ıme.
Poznamenejme, že diagonálńı matici

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

d1 0 0 ⋯ 0
0 d2 0 ⋯ 0
0 0 d3 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ dn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

s diagonálou adiag =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

d1

d2

d3

⋮
dn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
budeme často pro jednoduchost zapisovat jako

A = diag(d1, d2, d3, . . . , dn) ∈ Rn.

Mezi diagonálńımi maticemi pak bude nesmı́rně d̊uležitou tzv. matice jednot-
ková, kterou budeme značit I, př́ıpadně In pro zd̊urazněńı jej́ıho řádu, pro kterou
plat́ı

I = In = diag(1,1,1, . . . ,1) ∈ Rn.
Bĺızkou př́ıbuznou jednotkové matice je tzv. matice skalárńı, kterou budeme
značit Iα, př́ıpadně Inα pro zd̊urazněńı jej́ıho řádu a která je α-násobkem jed-
notkové matice, tedy

Iα = Inα = In ⋅ α = diag(α,α,α, . . . , α) ∈ Rn

pro α ∈ R.
Speciálńı zmı́nku pak zaslouž́ı matice nulová, maj́ıćı všechny prvky rovny

nule. Podobně jako v př́ıpadě nulového vektoru budeme takovou matici značit
prostým symbolem 0. V př́ıpadě, že bude nutné zd̊uraznit rozměry nulové ma-
tice, přiṕı̌seme je ve formě dolńıho indexu 0n,k. Tedy

0 = 0n,k =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 ⋯ 0
0 0 0 ⋯ 0
0 0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rn×k.



1.4 Matice 37

Na závěr mezi často použ́ıvané matice se speciálńı strukturou prvk̊u zahr-
neme tzv. matice symetrické. Jedná se o čtvercové matice, které se nezměńı,
pokud zaměńıme jejich řádky za jejich sloupce, tj. jsou invariantńı v̊uči trans-
pozici. Pro symetrickou matici tedy plat́ı

A = AT neboli aj,` = a`,j pro všechna j a `.

Př́ıkladem takové matice s konkrétńımi č́ısly je třeba matice

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

5 6 4 1 0
6 7 0 0 7
4 0 0 8 0
1 0 8 3 0
0 7 0 0 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Symetrie se tedy manifestuje t́ım, že matici mohu
”
překlopit podle diagonály“

a ona se t́ım nezměńı.





Kapitola 2

Maticové násobeńı

Kdyby matice byly jen jinak zapsané vektory, př́ıpadně kdyby vektory byly
jen matice speciálńıho tvaru, bylo by asi zbytečné matice takto zavádět. Nyńı se
tedy pod́ıváme do pokročileǰśı aritmetiky matic a vektor̊u. Pod́ıváme se, jak mo-
hou tyto objekty iteragovat pomoćı operace, kterou budeme nazývat násobeńı,
př́ıpadně součin, konkrétně se pod́ıváme:

• na součin matice a vektoru (zkráceně MV-součin) a

• na součin dvou matic (zkráceně MM-součin).

Speciálně nás bude zaj́ımat, jak lze tyto součiny interpretovat a k čemu všemu
mohou být užitečné.

2.1 Součin matice a vektoru (MV-součin)

Začneme t́ım nejjednodušš́ım, tedy součinem matice a vektoru. Ne každou dvo-
jici matice a vektoru p̊ujde vynásobit. Součin bude definovaný pouze pro matici
a vektor splňuj́ıćı jakousi podmı́nku kompatibility, kterou můžeme slovně vyjádřit
jako:

Počet sloupc̊u matice muśı být roven délce vektoru.

2.1.1 MV-součin — definice a př́ıklady užit́ı

Součin tedy budeme definovat pro dvojici

A ∈ Rn×k a v ∈ Rk.

Definovaný bude, s využit́ım společného rozměru k, jako součet součin̊u od-
pov́ıdaj́ıćıch si prvk̊u (viz také sekci 1.3.4.1).

39



40 Kapitola 2 – Maticové násobeńı

Definice 2.1 (Součin matice a vektoru (MV-součin)). Součinem matice A ve-
likosti n × k,

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1 a1,2 a1,3 ⋯ a1,k

a2,1 a2,2 a2,3 ⋯ a2,k

a3,1 a3,2 a3,3 ⋯ a3,k

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an,1 an,2 an,3 ⋯ an,k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rn×k, resp. Cn×k,

a vektoru v délky k,

v =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ν1

ν2

ν3

⋮
νk

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rk, resp. Ck,

rozumı́me vektor z délky n,

z = A ⋅ v ∈ Rn, resp. Cn,

jehož j-tá složka ζj = (z)j je dána vztahem

ζj =
k

∑
`=1

aj,` ⋅ ν` = aj,1 ⋅ ν1 + aj,2 ⋅ ν2 + aj,3 ⋅ ν3 + ⋯ + aj,k ⋅ νk.

Na j-tou složku součinu z = A ⋅v se tedy můžeme (alespoň v reálných č́ıslech)
d́ıvat jako na skalárńı součin j-tého řádku matice A s vektorem v (aby nedošlo
k mýlce, poznamenejme, že MV-součin je pro reálné a komplexńı matice de-
finován zcela stejně; to, co se v komplexńım světě lǐśı, je definice skalárńıho
součinu). Schematicky součin matice a vektoru vid́ıme na obrázku 2.1.

j Ð→

= ⋅

z = A ⋅ v

Obrázek 2.1: Součin z matice A a vektoru v, resp. jeho j-tá složka ζj je součtem
součin̊u odpov́ıdaj́ıćıch si složek j-tého řádku matice a vektoru v.
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Př́ıklad 2.1. Jednoduchý př́ıklad, na kterém m̊užeme ilustrovat užit́ı MV-souči-
nu a tedy snad i užitečnost, bude následuj́ıćı soustava tř́ı lineárńıch algebraických
rovnic pro tři neznámé — připomeňme, že každou z nich m̊užeme interpretovat
jako rovinu v prostoru

˚rffl1 ∶ x +3 ⋅ y +z = 0,˚rffl2 ∶ 2 ⋅ y −z = 1,˚rffl3 ∶ −x −8 ⋅ y +3 ⋅ z = 4.

Počet rovnic, počet neznámých i konkrétńı koeficienty na levých i pravých stra-
nách jsou přitom zvoleny v́ıceméně náhodně.

Začneme t́ım, že si dáme zvlášt’ koeficienty na levých stranách rovnic, nezná-
mé a koeficienty na pravých stranách rovnic. Z koeficient̊u na levých stranách
přitom vytvoř́ıme matici — tzv. matici soustavy — t́ım zp̊usobem, že řádky
budou odpov́ıdat jednotlivým rovnićım a sloupce jednotlivým neznámým, oboj́ı
v nějakém konkrétńım, pevně zvoleném pořad́ı, např.

˚rffl1 Ð→˚rffl2 Ð→˚rffl3 Ð→
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 3 1
0 2 −1

−1 −8 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ R3×3.

↑ ↑ ↑
x y z

Ve stejných pořad́ıch vytvoř́ıme z neznámých a z koeficient̊u na pravých stranách
vektory — tzv. vektor neznámých a vektor pravých stran.

Kĺıčová pro nás bude levá strana soustavy, kterou jsme rozdělili do dvou
objekt̊u, do matice soustavy a do vektoru neznámých. Snadno ověř́ıme, že jejich
součinem dostaneme vektor — tzv. vektorem levých stran

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 3 1
0 2 −1
−1 −8 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⋅
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x
y
z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x +3 ⋅ y +z
2 ⋅ y −z

−x −8 ⋅ y +3 ⋅ z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Požadavek na rovnost levé a pravé strany u každé jednotlivé rovnice se tak
přetav́ı v požadavek na rovnost vektor̊u levých a pravých stran. Ve výsledku tak
dostáváme celou soustavu rovnic zapsanou maticově

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 3 1
0 2 −1
−1 −8 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⋅
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x
y
z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
1
4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Z předchoźıho př́ıkladu můžeme učinit následuj́ıćı obecný závěr, resp. obecné
pozorováńı.

Pozorováńı 2.1. Obecně tak m̊užeme jakoukoliv soustavu n lineárńıch algebra-
ických rovnic pro k neznámých ξ`, ` = 1,2,3, . . . , k, s koeficienty aj,` na levých
a βj na pravých stranách, tj.

˚rfflj ∶
k

∑
`=1

aj,` ⋅ ξ` = βj , kde j = 1,2,3, . . . , n,
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zapsat ve tvaru

matice soustavy
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∈ Rn×k
⋅ vektor neznámých
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∈ Rk
= vektor pravých stran

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∈ Rn

.

Matici soustavy zpravidla znač́ıme ṕısmenem A, vektor neznámých zpravidla
ṕısmenem x a vektor pravých stran zpravidla ṕısmenem b. Celou soustavu pak
m̊užeme zapsat velmi kompaktńım zp̊usobem

A ⋅ x = b,

rozepsáno po složkách

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1 a1,2 a1,3 ⋯ a1,k

a2,1 a2,2 a2,3 ⋯ a2,k

a3,1 a3,2 a3,3 ⋯ a3,k

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an,1 an,2 an,3 ⋯ an,k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⋅

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ξ1
ξ2
ξ3
⋮
ξk

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

β1

β2

β3

⋮
βn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Vid́ıme tak, že se soustava lineárńıch algebraických rovnic v maticovém zápisu
tvář́ı jako jediná lineárńı rovnice s jedinou neznámou x, která je však vektorová.

Celý př́ıklad rozeb́ıráme obecně proto, že bychom rádi ukázali ještě druhý
zp̊usob zápisu soustavy rovnic pomoćı maticového násobeńı. Obecnou rovnici
př́ımky i obecnou rovnici roviny jsme zvykĺı psát ve tvaru

”
výraz na levé straně

= 0“. Stejným zp̊usobem si m̊užeme přerovnat i všechny rovnice ˚rfflj — časem
uvid́ıme, že každá z nich je vlastně rovnićı nějaké (k − 1)-rozměrné nadroviny
v k-rozměrném prostoru — dostaneme tak

˚rfflj ∶
k

∑
`=1

aj,` ⋅ ξ` − βj = 0, kde j = 1,2,3, . . . , n.

Stejně jako prve m̊užeme oddělit všechny známé koeficienty aj,` a βj do ma-
tice a všechny neznámé do vektoru. Tentokrát se nám na levou stranu připletly
i koeficienty βj, které sice nejsou násobené žádnou neznámou, zato jsou však
násobené známým č́ıslem −1. Dostaneme matici — tzv. rozš́ıřenou matici sou-
stavy —, která obsahuje p̊uvodńı matici soustavy, a nav́ıc také vektor pravých
stran, a, řekněme, rozš́ıřený vektor neznámých

[ A b ] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1 a1,2 a1,3 ⋯ a1,k β1

a2,1 a2,2 a2,3 ⋯ a2,k β2

a3,1 a3,2 a3,3 ⋯ a3,k β3

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
an,1 an,2 an,3 ⋯ an,k βn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, [ x
−1

] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ξ1
ξ2
ξ3
⋮
ξk
−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Svislá a vodorovná čára jsou pouze grafické prvky slouž́ıćı k lepš́ımu optickému
odděleńı jednotlivých součást́ı.
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Snadno ověř́ıme, že

[ A b ] ⋅ [ x
−1

] = 0n.

Soustavu jsme tak dostali ve tvaru

rozš́ıřená matice soustavy
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∈ Rn×(k+1)

⋅ rozš́ıřený vektor neznámých
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∈ Rk+1

= nulový vektor
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∈ Rn
.

Př́ıklad 2.2. Druhým př́ıkladem užit́ı součinu matice a vektoru bude geomet-
rická transformace, konkrétně rotace roviny. Uvažujme matici

G(ϕ) = [ cos(ϕ) − sin(ϕ)
sin(ϕ) cos(ϕ) ] ,

kterou budeme nazývat Givensovou rotaćı. Snadno ověř́ıme, že pro tzv. euklei-
dovské vektory

e1 = [ 1
0

] , e2 = [ 0
1

] ,

plat́ı

G(ϕ) ⋅ e1 = [ cos(ϕ)
sin(ϕ) ] , G(ϕ) ⋅ e2 = [ − sin(ϕ)

cos(ϕ) ] .

Obecný vektor roviny lze zřejmě napsat jako lineárńı kombinaci obou euklei-
dovských vektor̊u,

v = [ x
y

] = [ x
0

] + [ 0
y

] = [ 1
0

] ⋅ x + [ 0
1

] ⋅ y = e1 ⋅ x + e2 ⋅ y.

Snadno také ověř́ıme, že koeficienty x a y této lineárńı kombinace jsou dány
jednoznačně. Pro součin matice G(ϕ) s obecným vektorem v pak plat́ı

G(ϕ) ⋅ v = [ cos(ϕ) ⋅ x − sin(ϕ) ⋅ y
sin(ϕ) ⋅ x + cos(ϕ) ⋅ y ] = [ cos(ϕ) ⋅ x

sin(ϕ) ⋅ x ] + [ − sin(ϕ) ⋅ y
cos(ϕ) ⋅ y ]

= [ cos(ϕ)
sin(ϕ) ] ⋅ x + [ − sin(ϕ)

cos(ϕ) ] ⋅ y = (G(ϕ) ⋅ e1) ⋅ x + (G(ϕ) ⋅ e2) ⋅ y.

Jinými slovy, součin G(ϕ) ⋅ v lze interpretovat jako lineárńı kombinaci součin̊u
G(ϕ) ⋅ ej, j = 1,2, s týmǐz koeficienty x a y.

Plat́ı zde tedy jakási forma distributivńıho zákona (jak uvid́ıme později, viz
sekci 2.3.3), násobeńı matic a vektor̊u je v̊uči sč́ıtáńı matic a vektor̊u distribu-
tivńı zcela obecně,

G(ϕ) ⋅ (e1 ⋅ x + e2 ⋅ y) = (G(ϕ) ⋅ e1) ⋅ x + (G(ϕ) ⋅ e2) ⋅ y.

Zbývá se jen zamyslet, co matice G(ϕ) s vektory e1, e2 a jejich obecnou lineárńı
kombinaćı v provedla. Pro toto zamyšleńı odkazujeme na obrázek 2.2.

Vid́ıme tedy, že součinu matice a vektoru m̊užeme přiřadit také význam geo-
metrické transfomrace.
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x1cos(ϕ)cos(ϕ) ⋅ x
− sin(ϕ) ⋅ y

− sin(ϕ)
ϕ

ϕ

ϕ

sin(ϕ)

cos(ϕ)

1

y

sin(ϕ) ⋅ x + cos(ϕ) ⋅ y

x

y

Obrázek 2.2: Rotace roviny jako násobeńı matice vektorem. Modře jsou vy-
značeny vektory e1, e2 a v = e1 ⋅ x + e2 ⋅ y. Červeně pak jejich součiny s matićı
rotace G(ϕ). Vid́ıme, že násobeńı matićı Givensovy rotace G(ϕ) vektory roviny
otáč́ı o úhel ϕ proti směru hodinových ručiček.

2.1.2 MV-součin jako lineárńı kombinace sloupc̊u matice

Na součin matice a vektoru se můžeme d́ıvat ještě zcela jinýma očima. Zkusme
si součin, tj. vektor z = A ⋅ v rozepsat pořádně. Vı́me totiž, jak vypadá jeho j-tá
složka,

ζj =
k

∑
`=1

aj,` ⋅ ν` = aj,1 ⋅ ν1 + aj,2 ⋅ ν2 + aj,3 ⋅ ν3 + ⋯ + aj,k ⋅ νk.

Dostaneme tak

z =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑k`=1 a1,` ⋅ ν`
∑k`=1 a2,` ⋅ ν`
∑k`=1 a3,` ⋅ ν`

⋮
∑k`=1 an,` ⋅ ν`

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1 ⋅ ν1 + a1,2 ⋅ ν2 + a1,3 ⋅ ν3 + ⋯ + a1,k ⋅ νk
a2,1 ⋅ ν1 + a2,2 ⋅ ν2 + a2,3 ⋅ ν3 + ⋯ + a2,k ⋅ νk
a3,1 ⋅ ν1 + a3,2 ⋅ ν2 + a3,3 ⋅ ν3 + ⋯ + a3,k ⋅ νk

⋮
an,1 ⋅ ν1 + an,2 ⋅ ν2 + an,3 ⋅ ν3 + ⋯ + an,k ⋅ νk

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.
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Každá složka vektoru je tedy tvořena součtem k sč́ıtanc̊u. Protože v́ıme, jak
vektory sč́ıtat (připomeňme, že po složkách), umı́me také naopak vektor, jehož
složky jsou součty č́ısel, napsat jako součet vektor̊u. V tomto př́ıpadě tedy
můžeme vektor z zapsat jako součet k vektor̊u

z =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1 ⋅ ν1

a2,1 ⋅ ν1

a3,1 ⋅ ν1

⋮
an,1 ⋅ ν1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,2 ⋅ ν2

a2,2 ⋅ ν2

a3,2 ⋅ ν2

⋮
an,2 ⋅ ν2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,3 ⋅ ν3

a2,3 ⋅ ν3

a3,3 ⋅ ν3

⋮
an,3 ⋅ ν3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+ ⋯ +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,k ⋅ νk
a2,k ⋅ νk
a3,k ⋅ νk

⋮
an,k ⋅ νk

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Při bližš́ım ohledáńı pak zjist́ıme, že všechny složky prvńıho vektoru jsou ná-
sobkem stejného č́ısla, a sice č́ısla ν1. Všechny složky druhého vektoru jsou opět
násobkem stejného č́ısla, a sice č́ısla ν2, a tak dále. Obecně zřejmě plat́ı, že
všechny složky `-tého vektoru jsou násobkem č́ısla ν`, pro všechna ` = 1,2, . . . , k.

Protože v́ıme, jak vektor násobit č́ıslem (opět po složkách), umı́me i vektor,
jehož každá složka je násobkem nějakého konkrétńıho č́ısla, napsat jako součin
jiného vektoru a onoho konkrétńıho č́ısla. Dostáváme tedy

z =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1

a2,1

a3,1

⋮
an,1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

a1

⋅ν1 +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,2

a2,2

a3,2

⋮
an,2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

a2

⋅ν2 +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,3

a2,3

a3,3

⋮
an,3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

a3

⋅ν3 + ⋯ +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,k

a2,k

a3,k

⋮
an,k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ak

⋅νk,

kde a` je `-tý sloupec matice A. Ve finále tedy dostáváme d̊uležitou rovnost

A ⋅ v =
k

∑
`=1

a` ⋅ ν`.

Převyprávěno lidskými slovy:

Součin matice A a vektoru v je lineárńı kombinaćı sloupc̊u matice A,
koeficienty lineárńı kombinace jsou přitom rovny složkám vektoru v.

Tuto d̊uležitou interpretaci součinu matice a vektoru jsme se pokusili ilustrovat
obrázkem 2.3 (stejnobarevné box́ıky se násob́ı a tyto součiny se sč́ıtaj́ı).

Poznámka 2.1 (Informaticko-programátorský dovětek). Pokuśıme-li se napro-
gramovat součin matice a vektoru, zřejmě použijeme právě dva for-cykly. Jeden
bude procházet složky výsledného vektoru a daľśı bude ř́ıdit výpočet sumy.

Všimněme si, že pořad́ı obou for-cykl̊u m̊užeme bez problém̊u zaměnit. Tato
záměna, resp. dvě možná pořad́ı for-cykl̊u odpov́ıdaj́ı právě dvěma interpretaćım,
či pohled̊um na MV-součin: skalárńı součin řádk̊u matice A s vektorem v, resp.
lineárńı kombinace sloupc̊u matice A s koeficienty zapsanými ve vektoru v; srov-
nej algoritmy 1 a 2.
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= ⋅

z = A ⋅ v

Obrázek 2.3: Součin z matice A a vektoru v je lineárńı kombinaćı sloupc̊u ma-
tice A, koeficienty lineárńı kombinace jsou přitom rovny složkám vektoru v (tj.
stejnobarevné box́ıky se násob́ı a tyto součiny se sč́ıtaj́ı).

Algoritmus 1: MV-součin jako
soubor skalárńıch součin̊u řádk̊u
matice A a vektoru v. y

vstup : A ∈ Rn×k, v ∈ Rk
výstup : z = A ⋅ v ∈ Rn
z ← 0n
for j = 1, . . . , n do

for ` = 1, . . . k do
ζj ← ζj + aj,` ⋅ ν`

end

end

Algoritmus 2: MV-součin jako
lineárńı kombinace sloupc̊u ma-
tice A s koeficienty z vektoru v.

vstup : A ∈ Rn×k, v ∈ Rk
výstup : z = A ⋅ v ∈ Rn
z ← 0n
for ` = 1, . . . k do

for j = 1, . . . , n do
ζj ← ζj + aj,` ⋅ ν`

end

end

2.2 Součin dvou matic (MM-součin)

Když už umı́me násobit matici a vektor, daľśım přirozeným krokem bude náso-
beńı dvou matic. Vzhledem k tomu, že celou aritmetiku matic budujeme tak,
aby vektor hrál v podstatě roli matice s jediným sloupcem, lze očekávat, že
součin matice a vektoru bude jen speciálńım př́ıpadem součinu dvou matic.

Z toho d̊uvodu, podobně jako v př́ıpadě součinu matice a vektoru, nep̊ujde
vynásobit zcela libovolnou dvojici matic. Součin bude definovaný pouze pro
matice splňuj́ıćı podmı́nku kompatibility, kterou můžeme slovně vyjádřit jako:

Počet sloupc̊u prvńı matice součinu muśı být
roven počtu řádk̊u druhé matice součinu.

2.2.1 MM-součin — definice a př́ıklady užit́ı

Součin tedy budeme definovat pro dvojici matic

A ∈ Rn×k a B ∈ Rk×m.
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Definovaný bude opět, s využit́ım společného rozměru k, jako součet součin̊u
odpov́ıdaj́ıćıch si prvk̊u.

Definice 2.2 (Maticový součin (MM-součin)). Součinem matice A velikosti
n × k,

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1 a1,2 a1,3 ⋯ a1,k

a2,1 a2,2 a2,3 ⋯ a2,k

a3,1 a3,2 a3,3 ⋯ a3,k

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an,1 an,2 an,3 ⋯ an,k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rn×k, resp. Cn×k,

a matice B velikosti k ×m

B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

b1,1 b1,2 b1,3 ⋯ b1,m
b2,1 b2,2 b2,3 ⋯ b2,m
b3,1 b3,2 b3,3 ⋯ b3,m
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

bk,1 bk,2 bk,3 ⋯ bk,m

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈ Rk×m, resp. Ck×m,

rozumı́me matici C velikosti n ×m,

C = A ⋅B ∈ Rn×m, resp. Cn×m

jej́ı̌z (j, r)-tá složka cj,r = (C)j,r je dána vztahem

cj,r =
k

∑
`=1

aj,` ⋅ b`,r = aj,1 ⋅ b1,r + aj,2 ⋅ b2,r + aj,3 ⋅ b3,r + ⋯ + aj,k ⋅ bk,r.

Na (j, r)-tou složku součinu C = A ⋅B se tedy můžeme (alespoň v reálných
č́ıslech) d́ıvat jako na skalárńı součin j-tého řádku matice A s r-tým sloupcem
matice B (aby nedošlo k mýlce, poznamenejme, že MM-součin je pro reálné
a komplexńı matice definován zcela stejně; to, co se v komplexńım světě lǐśı,
je definice skalárńıho součinu). Schematicky můžeme součin matice a vektoru
znázornit obrázkem 2.4.

Př́ıklad 2.3. Jako př́ıklad součinu dvou matic sáhneme opět k matićım rotace,
tedy ke Givensovým rotaćım. Uvažujme součin

G(ϕ) ⋅G(ψ) = [ cos(ϕ) − sin(ϕ)
sin(ϕ) cos(ϕ) ] ⋅ [ cos(ψ) − sin(ψ)

sin(ψ) cos(ψ) ]

= [ cos(ϕ) ⋅ cos(ψ) − sin(ϕ) ⋅ sin(ψ) − cos(ϕ) ⋅ sin(ψ) − sin(ϕ) ⋅ cos(ψ)
sin(ϕ) ⋅ cos(ψ) + cos(ϕ) ⋅ sin(ψ) − sin(ϕ) ⋅ sin(ψ) + cos(ϕ) ⋅ cos(ψ) ]

Vzpomeneme-li si na vzorce pro kosinus, resp. sinus součtu úhl̊u, vid́ıme, že
výslednou matici m̊užeme zapsat jako

G(ϕ + ψ) = [ cos(ϕ + ψ) − sin(ϕ + ψ)
sin(ϕ + ψ) cos(ϕ + ψ) ] .


