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Pron{ 7ddek: Struktura nenulovych prvka matice 662_bus modelu energetické
prenosové sité PSADMIT a dvé jeji (simultdnni tj. fddkové i sloupcové) permu-
tace spoctené algoritmy Reverse Cuthill-McKee a Approzimate minimum degree.
Druhy Fddek: LU-rozklady (resp. faktory U = L) téchto matic. Matice prevzata
z Matrix Marketu [20] z Harwell-Boeing Collection [19], https://math.nist.
gov/MatrixMarket/data/Harwell-Boeing/psadmit/psadmit.html.
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Co uz mozna zname, misto

Tento text vznikal v dobé koronavirové epidemie a kvuli (diky) této epide-
mii, totiz jako podpurny text pro docasné zavedené distanéni studium. Epi-
demie svét zastihla v bfeznu roku 2020, tedy v letnim semestru akademického
roku 2019/2020. Text se vSak vaze k predmétu, ktery je vyucovany v semestru
zimnim, a vznikal tak az v akademickém roce 2020/2021. Cely tvodni kurz
sestavajici ze dvou predmétt zaméfenych nejprve na linearni algebru v zimnim
a nasledné obecnou algebru v letnim semestru je tak pokryt dvéma na sebe na-
vazujicimi texty. Paradoxem se stalo, ze text navazujici vznikal jako prvni a text
predchdzejici jako druhy. Skute¢né slovo dvodem k obéma textum (knihdm) je
proto k nalezen{ ve druhém svazku [13]. Misto dalsich fe¢i ivodem se zde radéji
zaméiime na pripomenuti utrzki latky z linearni algebry, které mozna jiz zname.

Martin Plesinger
v Liberci, v #{jnu 1. p. 2020

Podékovani bdélym oc¢im

V prvni fadé bych rad podékoval Silvii Mitlenerové, které ochotné vénovala svij
drahocenny ¢as opravam tohoto vytvoru namisto knih literarné hodnotnéjsich.
Déle bych rad podékoval studentkdm a studenttim, kteff mne intenzivné zahrno-
vali seznamy chyb nalezenych v obou narychlo vznikajicich textech. Jmenovité
Vénceslavu Chumchalovi, Markété Janské a Filipu ZadraZilovi. Radé dalsich oéf,
na které jsem bohuzel zapomnél, se omlouvam.

Martin Plesinger
v Liberci, v #{jnu L. p. 2021

13
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A co ze tedy uz zname?

Nékteré pojmy nebo objekty, které spadaji do obsahu predmétu, resp. studia té
¢asti matematiky, kterad se nazyva linedrni algebra, bezesporu zname.
Linearni funkce a linearni lomena funkce

Jiz na zakladni a stfedni Skole jsme se setkali napf. s pojmem linedrni funkce,
ptipadné linedrni lomend funkce

a-r+b

flx)y=a-x+b, resp. flx)= ,
c-x+d

kde a, b, ¢ a d jsou né&jaka ¢isla. Pozoruhodné je, ze ani jedna z obou funkci neni

obecné linedrn{, nebot zobrazeni F(z) je linedrni, pokud

F(xy +x2) = F(x1) + F(x2) a F(z-a)=F(z)-a.

Vyse zminéné funkce jsou tedy linedrni pouze pokud b = 0, ¢ = 0, tedy pokud
f(x)=a-z, resp. f(x) = §-x. Ostatné proto také ono a-x v prvni z obou funkef
nazyvame linedrnim ¢lenem a ono b pak ¢lenem konstantnim.

Co o linearnich lomenych funkcich pravdépodobné nevime, ac je to v kontextu
naSeho pravé zapocénuvsiho kurzu nesmirné pozoruhodné, je skladani téchto
funkci. Uvazujme

a-x+b k-x+q
f(x)_oo:-t-d & g(x)_r'x-ks’
jejich slozeninou je
1:2:34-5_ (a-k+b-r)-2+(a-g+b-5s)

fg(x))

a .
T kaig " (c- ) - . .s)’

c =ty g  (c-k+d-r)-x+(cqg+d-s)
Zapiseme-li koeficienty takovych funkci do matic 2 x 2 (kdo se s pojmem matice
dosud nesetkal, muze s klidnym srdcem pfeskocit na dalsi odstavec) tak, ze

O F A C R R B

r S

IS

pak ziejmé
B b k q| | ak+br a-q+b-s
f(g(x))'_)Mf.Mg_[c d].[r s]_[c-ker-r c-q+d-s]'

Jejich skladéani je tedy v jistém smyslu linearni.

S|

Linedrni zobrazeni stejné jako prdce s maticemi bude v tomto kurzu nasim
dennim chlebem.
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Linearni rovnice a soustava linearnich rovnic

Dalsim pojmem, ktery jisté zname jiz ze zédkladni skoly, je linedrni rovnice, tedy
rovnice tvaru
a-x=d,

pifpadné soustava (dvou) linedrnich rovnic (pro dvé nezndmé)

a-r+b-y=d,
k-x+q-y=s.

V prvnim piipadé vime, ze kdyz a # 0, pak m& rovnice feSeni x = g. Ve
druhém piipadé tusime, ze existence feSeni néjakym zpusobem souvisi s ¢imsi,
co nazyvéme nezdvislost (presnéji linedrni nezdvislost) levijch stran obou rovnic.
Ti, kdo se setkali na stfedni skole s maticemi, také nejspis veédi, ze pravé tato
soustava se da pomoci matic napsat jako jedna rovnice o jedné neznamé

e

jenze rovnice vektorovéd, jejiz nezndmou je vektor o dvou slozkéch.
Dulezité vSak je, ze i ta jedind rovnice o jedné neznamé a-x = d vykazuje tii
ruzné typy chovani:

e Podminkou a # 0 jsme si zajistili existenci vyse zminéného jednoznacéného
feseni. Rovnice vSak muze mit feSeni i jindy.
e Pokud a = 0 a zaroven d + 0. Obé strany rovnice muzeme nenulovym ¢islem
d vydélit a dostavame tak rovnici
0-z=1.
Snadno ovéiime, ze zadné z, pro které by se leva strana rovnala pravé,
neexistuje. Rovnice tedy nemd resend.

e Pokud a =0 a zaroven d = 0, dostavame rovnici
0-2=0.

Opét snadno ovéfime, Ze je splnéna pro jakékoliv z. Rovnice ma tedy
nekonecné mnoho resent.

Zcela analogicky muzeme rozebrat i vyse uvedenou soustavu, to vSak provedeme
az v dalsim odstavci.

Klicovy pojem linedrni (ne)zdvislosti, pojem vektoru, studium ezistence
a jednoznacnosti feSeni soustav (mnoha) linedrnich rovnic (o mnoha
neznamych), ale i hleddni téchto teSend bude také ndplni tohoto kurzu.
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Obrézek 1: Tt podstatné rizné moznosti vzajemné polohy dvou piimek v roviné.
Zleva: ruznobézné, rovnobéiné ruzné, rovnobéiné identické.

Vybrané objekty analytické geometrie

V pridavném jménu linedrnd slySime latinsky zaklad linea, nebo alespon anglické
slovicko line — primka. To je prvni z objektu analytické geometrie, ktery nés
bude zajimat. Ze stiedni skoly jisté zndme obecnou rovnici primky (v roviné)

77. ta-x+b-y—-d=0, pficemz pozadujeme aby a+0 nebo b=%0.

Piimka je pak konkrétné mnozina bodu roviny spliujici tuto rovnici. Pokud
chceme vSechny tyto body nalézt, rovnici prosté vytesime, neboli prejdeme k pa-
rametrickému popisu ptimky. Je-li napt. a # 0, pak

z=z(r)= b-7+4

T { y=xz(r)=-a-, “

kde 7 je onen parametr. Vykreslenim bodu [x(7),y(7)] pro vSechny mozné
hodnoty parametru primka vznikne.

Pokud se podivame na soustavu rovnic z predchozi sekce, vidime, ze tato
soustava rovnic neni nic jiného, nez soubor dvou piimek v roviné

71 ta-r+b-y—-d=0,
q: k-x+q-y—-s=0.

Na obrazku vidime tfi situace, podstatné ruzné moznosti, které mohou nastat
ve vzajemné poloze dvou primek v roviné. Tyto moznosti odpovidaji existenci
jednozna¢ného teseni, zadného feSeni a nekonec¢né mnoha feseni, kterd v roviné
tvori primku.

dokonce zadn4 z rovnic nemusi rovnici pfimky. Snadno si rozmyslime, ze kdykoliv
soustava obsahuje alespon jednu rovnici tvaru 0-z+0-y = 1, soustava nemé zadné



CO UZ MOZNA zZNAME, MISTO RECT UVODEM 17

FeSeni. Zbyvaji situace, kdy (i) obsahuje soustava jednu rovnici ptimky a jednu
nulovou rovnici 0-z +0-y = 0, resp. (ii) dvé nulové rovnice. V obou téchto
ptipadech m4 soustava nekoneéné mnoho feseni tvoiicich bud (i) pfimku, nebo
(ii) celou rovinu.

Z analytické geometrie ale zndme i dalsi objekty (rovné podobné jako pfim-
ky), které nds budou zajimat, napiiklad roviny. Pfipomenme obecnou rovnici
roviny v prostoru

N:ia-xz+b-y+c-z2-d=0,

pricemz opét pozadujeme, aby alespon jeden z koeficientu a, b, ¢ byl nenulovy.
Jak ziskat parametricky popis roviny, stejné jako zopakovani si pojmu jako
je normdalovy vektor a smérové vektory, jiz ponechavame na Ctenafi. Nicméné
je ziejmé, ze po formdlni strdnce muzeme s rovnici naklddat podobné jako
v piipadé piimky.

Analogicky muzeme uvazovat i soubor dvou rovin v prostoru

Nia-x+b-y+c-z2-d=0,
bik-x+q-y+r-z—-s=0,

neboli soustavu dvou rovnic o tfech neznamych. Rozmyslet si, jakou vzdjemnou
polohu mohou mit dvé roviny v prostoru, také jiz ponechdvame na ¢tenafi.
Kazdopddné pokud roviny nejsou rovnobézné, protinaji se a jejich prunikem je
piimka. Soubor dvou rovin, resp. soustava jejich obecnych rovnic pak predstavuje
néco jako obecnou rovnici piimky v prostoru; jak nalézt parametricky popis ta-
kové piimky opét ponechavame na Ctenari.

Formdlné jsme opét zabredli do reseni soustav linedrnich rovnic. Nicméné
geometrickd predstava muze ddt dobryj vhied do toho, co se pri TeSeni takové
soustavy déje a kam mirime, a naopak linedrni algebra ndm ddvd k dispozici

robustni apardt, jok analyticko-geometrické wlohy resit.

Detailnéji se podivame na to, jok lze zavést v prostoru vzddlenosti a uhly,
abychom u podobngjch wloh dokdzali své odpovédi i kvantifikovat — jaké whly
sviraji objekty nerovnobéiné, jaké jsou vzddlenosti rovnobéznijch objekt.

Dalsi doporucena literatura

Ve zbytku tivodu se pokusime kratce doporucit vybranou literaturu. Literatura
je rozdélena do tii ne piilis ostfe vymezenych oddilt. Prvni tii oddily zahr-
nuji literaturu, feknéme, vice zékladni, odpovidajici ivodnim kurzum linedrni
algebry. Tyto oddily se pak lisi spiSe formalné, tedy formou: totiz pfi pohledu
na publikaci z prvniho oddilu si ¢tenaf pravdépodobnéji fekne ,ejhle kniha“,
zatimco pfi pohledu na publikaci z druhého pravdépodobnéji ,ejhle skriptum®,
o tfetim neni tieba dlouze diskutovat. V oddilu poslednim jsou pak vybrané
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publikace obsahové v jistém smyslu navazujici na publikace zdkladni, zamérené
zejména na hlubsi studium pojmu matice.
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Kapitola 1

Zakladni stavebni kameny
— vektory & matice

Po celou dobu tohoto kurzu se budeme setkavat se dvéma specidlnimi mate-
matickymi objekty, budou to vektor a matice, jak jiz napovida nazev kapitoly.
Nez se vsak dostaneme k alespon néjaké prvotni konkretizaci téchto linedrné-
algebraickych pojmu, pfipomeneme si nékolik pojmu mnozinovych, resp. ¢isel-
nych. SpiSe nez pfipomenuti se vSak bude jednat o jakési vagni vymezeni.

1.1 Neékolik slov k mnozinam a uspoiradanym
mnozinam — n-ticim

S pojmem mnozina budeme pracovat pomérné naivnim zpusobem, bude pro
nas synonymem souhrnu, nebo souboru objektu; bude jakymsi pytlickem, ktery
muze byt prazdny, nebo muze obsahovat néjaké konkrétné vyjmenované nebo
dostatecné jasné specifikované objekty. Pfesnéjsim vymezenim pojmu se zabyva
teorie mnozin. Ukazuje se totiz, Ze naSe naivni vymezeni muze vést k ruznym
nepifjemnym paradoxium (viz napf. Russeluv paradox).

Predstava mnoziny jako pytlicku s objekty nicméné dobie vystihuje jeden
podstatny jev — neusporddanost prvka mnoziny. Kromé mnozin ale budeme
casto potiebovat pracovat s jakosi usporddanou variantou (muzeme si predstavit,
7e objekty z pytlicku vynddvame, coz ¢infme v néjakém konkrétnim poradi).
Zakladnim stavebnim prvkem bude tzv. usporddand dvojice. Usporadanou dvo-
jici zpravidla zna¢ime (a,b), a muzeme ji definovat napf. jako mnozinu

(a,b) = { {a}, {{a}.b} }.
Tedy jako mnozinu se dvéma prvky — opét mnozinami: jedna z nich je pfitom

vzdy jednoprvkova a obsahuje prvni prvek usporadané dvojice, druha pak spe-
cifikuje druhy prvek usporadané dvojice.

19
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Uloha 1.1. Ctendr si rozmysli, proc¢ a k cemu jsou jednotlivé mnozinové zdvorky
uvedené v definici usporddané dvojice vhodné. Dobré je se podivat napr. na
usporddanou dvojici (a,a), pripadné (a,{a}).

Ddle je dobré si rozmyslet, jak analogickym zpusobem zapsat uspotddanou
trojici.

1.1.1 Kartézsky souc¢in mnozin

Ptipomenme, ze mame-li dvé mnoziny, feknéme
%:{15273}a '/V:{A7B}7

o tfech, resp. dvou prvcich, muzeme zkonstruovat jejich tzv. kartézskiy soucin,
tedy mnozinu ozna¢ovanou .# x .4, kterd bude obsahovat viechny usporddané
dvojice takové, kde prvni prvek dvojice je z prvni mnoziny a druhy z druhé, tedy

Mx N = { (I’A)7 (27A)7 (37‘4)’
(1,B), (2,B), (3,B) }.

Mnozina nemd nijak predepsané poradi prvki, nicméné zde jsme je zameérné
vypsali do tvaru jakési ,tabulky“, do jejihoz horniho zahlavi bychom mohli
zapsat prvky mnoziny .# a do jejihoz levého zéhlavi bychom mohli zapsat prvky
mnoziny 4. Specidlné kartézsky souc¢in mnoziny .# se sebou samou budeme
znacit

M= x M.

Zcela analogicky muzeme uvazovat kartézsky soucin vétsitho poctu mnozin.
Pokud budeme mit navic jesté mnozinu

%: {Oé7/677’6}7

muzeme uvazovat kartézsky soucin tii mnozin jako mnozinu

Mx N x K ={(1,A,a), (2,A,a), (3,A,a), (1,B,«a), (2,B,a), (3,B,a),
(1,4,8), (2,A,8), (3,A4,8), (1, B,B), (2,B,8), (3,B,8),
(L, A7), (2,A,7), (3,4,7), (1, B,v), (2,B,7), (3,B,7),
(1,4,0), (2,A,9), (3,4,0), (1,B,9), (2,B,9), (3,B,§) }

vsech usporddanych trojic. Kdybychom zde chtéli prvky kartézského soucinu
srovnat do pomyslné ,tabulky® jako v pfredchozim ptipadé, tabulka by byla
trojrozmeérna.

Hravé si vSak rozmyslime, ze na kartézsky sou¢in .# x 4 x J# se muzeme,
pii trose dobré vile, divat jako na

Mx (N xH), nebo (M xN)x K.
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Je zde formalni rozdil, ktery vsak budeme zanedbavat. Rekli jsme, ze prvky
puvodniho sou¢inu uspofddané trojice (které muzeme definovat pfimo, analo-
gicky uspofddanym dvojicim), prvky druhych dvou uspoiddané dvojice; napf.

(1,A,a) versus (1,(4,)), resp. ((1,A),q).

Timto zpusobem nicméné muzeme kartézské souciny vyssich po¢ti mnozin, resp.
usporddané n-tice (n > 2) alternativné rekurzivné definovat. Tedy usporddanou
trojici (1, A, «) formdlné ztotoznit napt. prave s uspoiddanou dvojici (1, (4, a)),
jejimz prvnim prvkem je 1 a druhym prvkem usporddand dvojice (A, ).

Tak jako v pfipadé soutinu dvou mnozin muzeme i nyni kartézsky souéin,
jsou-li vSechny soucinitele toutéz mnozinou, zapsat pomoci symbolické mocniny,
tedy

M= M x M M.

Vezmeme-li v ivahu nase formalni ztotoznéni usporadanych trojic se specialnimi
usporadanymi dvojicemi, muzeme také psat napf.

M= (M M) M= M % M.

Polozime-li navic .#' = .# (pozn. 7e nékdy téz pracujeme s nulovou mocni-
nou .#" = @, kterd reprezentuje prazdnou mnozinu), mizeme rekurzivné zavést
obecnou prirozenou kartézskou mocniny mnoziny

M= W X M pro neN.

Mnozina .#Z™ je tedy mnozinou vsech uspoirddanych n-tic prvkia z ..

1.1.2 Neékteré ciselné mnoziny

Na zavér tohoto kratického exkurzu do svéta kartézskych soucinti se velmi
stru¢né podivame na mnoziny, se kterymi budeme miti tu cest. V zavéru pied-
choziho odstavee zaznélo slovo prirozend (mocnina) a ve vzorecku se objevil
dosud nezndmy symbol N. Tim budeme, jak asi tusime, znacit tzv. prirozend
¢isla. Jejich nepatrné detailnéjsimu vymezeni se budeme vénovat v druhé ¢asti
tohoto textu (tj. v letnim semestru). Zde si vystac¢ime s tim, ze absolvent ma-
turitniho oboru ma pojem prirozenych ¢isel alespon néjak vybudovany. Jsou to
¢isla, jimiz pocitdme objekty. Poznamenejme vsak, Ze se obecné muzeme setkat (i
mezi matematiky) s riznym nédzorem na to, zda nula do pfirozenych ¢isel patii,
¢i nikoliv. Pro tento 1cel, a bude-li to pro vyklad nezbytné, budeme rozliSovat
mnoziny

N, =N\{0}={1,2,3,...} a Ng=Nu{0}={0,1,2,3,...}.

Prosty symbol N tedy budeme vyuzivat tam, kde bude jedno, zda v pfirozenych
¢islech mame, nebo nemame nulu, resp. tam, kde to bude z kontextu jednoznaéné
jasné. Tato ¢isla budeme pouzivat zejména pro indexovani souvisejici s velikosti
kartézskych mocnin (jak bylo naznaceno vyse).
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Kartézské mocniny vSak nebudeme konstruovat nad vyse zminénou a ne
prili§ zajimavou mnozinu .#, ale nejcastéji nad mnozinu redlngjch éisel, kterou
budeme znac¢it R, pfipadné nad mnozinou komplexnich éisel, kterou budeme
znacit C. Pfipomenme, Ze

C={a+b-i:abeR}, kde i’®=-1.

Tyto dvé mnoziny jsou pro nds zajimavé zejména proto, ze jsou dostatecné
iplné. Libovolné dva prvky téchto mnozin (dvé ¢isla) umime secist a vyndsobit,
ke kazdému ¢islu mame k dispozici ¢islo opacné a k nenulovému ¢éislu mame
i pfevracenou hodnotu. V obou mnozinach tedy kromé s¢itani a ndsobeni umime
také odecitat a délit (nenulovym ¢islem). Takové mnoziny, jak uvidime pozdéji
(v druhé ¢ésti textu), nazyvame télesa (resp. algebraickd télesa), to vsak ted
neni dilezité.

Pii nékterych specidlnich prilezitostech sdhneme vyjimeéné i po mnoziné
celych ¢isel

Z={0,+1,+2,+3, ...},

resp. raciondlnich cisel
p
@:{5 tpqe, q¢0}~

S presnéjsim vymezenim zejména raciondlnich ¢isel se opét setkame az v druhé
casti textu. Na zdvér poznamenejeme, ze v raciondlnich éislech také umime
provadét zdkladni ¢tyfi operace (jsou tedy télesem). Protoze vsak neobsahuji
fadu ¢isel, ktera se nam budou ¢asto hodit — typicky odmocniny (\/5, V3,
VE, VT, V2, ., W13, .00, ale i dalsf uziteénd cisla (Ludolfovo éfslo 7,
tj. pomér obvodu a pruméru kruhu, Eulerovo ¢islo e, tj. zaklad prirozenych
logaritmt, atd.) —, budeme se jim radéji vyhybat.

1.2 Vektory
Pojem vektoru je ndm jisté dobfe zndmy jiz ze stfedni (Cdstetné moznd i ze
zékladni) skoly, a to hned v nékolika predmétech.

1.2.1 Vektory v analytické geometrii

S vektorem jsme se setkali specialné v analytické geometrii. Mame-li napt. za-
danou primku 77. v roviné obecnou rovnici, pripadné parametricky,

71:5.x—7-y+4:0, resp. 7‘{;:;:; , kde TeR,

umime nalézt a vime co jsou tzv. smérovy a normdlovy vektor
§=(7,5) a n=(5,-T)

této primky.



1.2 VEKTORY 23

Uloha 1.2. Za domdci kol étendri ponechdvame, aby si rozmyslel a zopako-
val, jak spolu obecny a parametricky popis primky souvisi a jak oba souviseji
s mormalovym a smeérovym vektorem.

Tento jednoduchy priklad se tykal primky v roviné. Je dobré si také roz-
myslet, jak vypadd obecnd rovnice roviny v prostoru, jak pripadné vypadd jeji
parametricky popis a jaky vyznam zde md normdlovy vektor a pripadné smérové
vektory.

Na zavér je také dobré si rozmyslet, jak lze popsat primku v prostoru. Na-
povime, Ze jednodussi je zde pouzit parametricky popis, je vsak dobré si rozmyslet
pro¢. Ddle napovime, Ze primku v prostoru mohu zkonstruovat napt. tak, Ze si
vezmu dvé nerovnobéiné roviny — jejich prunikem je prdvé primka.

Vektorem tedy v tomto pfipadé byla uspoiddand dvojice (redlnych) éisel.
Jakasi ,Sipka®, kterd urcovala napft. smér piimky. Kromé vektoru jsme se v ana-
lytické geometrii setkali jesté s jinymi uspoirddanymi dvojicemi, a sice body
(roviny, prostoru, atp.). Vyse zminénd piimka T jisté prochdzi bodem

B=[zp,ys]=[2,2],

jak snad snadno ovérime napi. dosazenim soufadnic zp a yp tohoto bodu za x
a y do obecné rovnice primky.

Protoze pifmka sama o sobé je mnozinou v8ech bodu P = [z,y] roviny,
které splnuji jeji rovnici, muzeme jeji vySe uvedeny parametricky popis zapsat i
neparné kompaktnéji

P=5§-t+B, kde teR, (1.1)

v rozepsaném tvaru
[z,y] =(7,5)-t+[2,2]. kde teR, (1.2)

V zépisu zde formdlné rozlisujeme vektory (---) a body [---], vidime vSak, Ze je
umime nésobit ¢islem 7 a jakymsi zpusobem séitat. Tedy specidlné k bodu B
umim pfic¢ist vektor §-7 a dostanu tim jiny bod P.

Na jednu stranu intuitivné chdpeme, ze bod (,,misto“ v prostoru) neni vek-
tor (,Sipka“ mifici odnékud nékam), na druhou stranu tusime, ze kdyz body
nahradime ,Sipkami“ mificimi z poc¢atku soutadnicového systému pravé na ono
,misto“, kde bod lezi, bude vSe fungovat naprosto stejné. Body tedy muzeme
také povazovat za vektory v jistém slova smyslu.

1.2.2 Vektory ve fyzice

Zcela jisté jsme s vektory setkali také ve fyzice. Vektorem, resp. vektorovou
veli¢inou zde je napt. sila nebo rychlost. Jsou to fyzikélni veliciny, které (na
rozdil napf. od teploty nebo energie) jsou jakymsi zpusobem ,bohatsi“. Zpravi-
dla je do nakresu malujeme jako Sipky, ¢imz chceme znézornit, ze maji:

e ngjaké pisobisté (misto, kde je Sipka uchycena; kde napi. ona sila ptisobi)
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e velikost (Sipka ma néjakou délku),

e smér (Sipka lezi na néjaké piimce),

e orientaci (Sipka dané velikosti, sméru a pusobisté muze mit jesté dvé ruzné
orientace, kam mif{),

pri¢emz rozliSeni poslednich dvou vlastnosti muzeme povazovat spise za formdlni
a v obecném jazyce se na néj prilis nehledi (je ale dobré o ném védét).

Toto fyzikalni zavedeni vektoru pro nas nebude pf#ili§ vhodné. Snadno ovéri-
me, Ze ne kazdy vektor bude tyto ¢tyfi body spliovat. Ostatné z fyziky napft.
vime, ze téleso setrvava v klidu nebo v rovnomérném piimocarém pohybu pravé
tehdy, kdyz je vyslednice sil na néj pusobicich nulova. S¢itanim vektoru sil tedy
v takovém piipadé dospéjeme k nulovému vektoru. Tedy k vektoru, jehoz velikost
je nulova. Jaky je pak ale jeho smér? A jaka orientace? Stejné tak bychom se
sila muze na téleso pusobit i kdekoliv jinde, jeji pusobeni nem4 na téleso zadny
efekt).

1.2.3 Vektory jako usporadané n-tice

S vyuzitim pohledu analyticko-geometrického i fyzikalnitho muzeme svou piedsta-
vu vektoru ztotoznit spiSe s onémi body v roviné (prostoru, ...), resp. s ,,Sipkami*
mificimi z po¢dtku souradnicového systému (tedy s pusobistém v tomto pocdtku)
k témto bodum. V pifipadé potieby budeme samoziejmé umét vektor z po¢atku
yutrhnout® a posunout si jeho pusobisté, kamkoliv budeme potfebovat (napi.
jako smeérovy vektor piimky). Technicky tak muzeme vektory v roviné zapiso-
vat jako usporddané dvojice, v prostoru jako usporddané trojice atp. Formalné
zavedeme obecny vektor jako usporddanou n-tici v nésledujici definici. Jesté
predesilame, ze narozdil od doposud uzivaného zpusobu zipisu uspordadanych
dvojic a trojic budeme vektory zapisovat do sloupecku.

Definice 1.1 (Aritmeticky vektor). Aritmetickgm vektorem délky n € Ny na-
zveme usporddanou n-tici redlnych, resp. komplexnich cisel,

V1
V2
v=| vz |eR"™ resp. C".

Un
Cislo v; €R, resp. C, j =1,2,3,...,n nazyvdme j-tym prvkem, pripadné j-tou

slozkou vektoru.

Ptizviskem aritmeticky vektor bychom jednak radi naznacili to, Ze se ¢asem
setkdme jesté s jinym vektorem (resp. jinou definic{ vektoru), a sice s mno-
hem obecnéjsim vektorem algebraickym (viz kapitolu 6). Druhym duvodem, pro¢
to v definici uvddime, je, abychom nemeéli dvé ruzné definice stejného pojmu,
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totiz vektoru. Ve vlastnim textu budeme nicméné hovofit témér vyhradné pouze
o vektoru. Ze se jedna o vektor aritmeticky, budeme zduraziovat jen tam, kde
to bude vhodné nebo nezbytné nutné.

Na zdvér poznamenejme, ze budeme vétsinu ¢asu (tj. dokud to bude mozné)
pracovat s vektory redlnymi. Stejné uvahy vsak lze provadét i s vektory kom-
plexnimi. Do komplexniho svéta budeme utikat v ptipadé, kdy zde bude néjaky
podstatny rozdil oproti svétu realnému, nebo pokud to bude nutné.

1.3 Operace s vektory

Jiz na pitkladu ptimky v analytické geometrii, presnéji zdpisu (1.1)—(1.2) vidime,
ze bude uzite¢né naucit se s vektory zakladnim zpusobem manipulovat. Mezi
zékladni operace, jak z prikladu tusime, bude patfit:

e soucet dvou vektoru a

e soucin vektoru a ¢isla.

Obé tyto operace pfitom provadime tzv. po slozkdch.

1.3.1 Soucet dvou vektoru

Uvazujeme-li dva vektory stejné délky

141 w1
1) w2

v = Vs € Rn, w = w3 € Rn,
Up Wn,

pak jejich souc¢tem rozumime vektor

V1 + w1
Vo + W2
v+w= V3 + W3 e R".
Up + W
Soucet lze také zapsat
(v+w); =vj +wj, pro j=1,2.3,...,n,

kde symbolem (-); zna¢ime zobrazeni
()J : Rn - Rv

které vektoru pfifadi jeho j-tou slozku, specidlné tedy (v); = v;. S¢itan{ vektoru
ma i svou geometrickou interpretaci, kterou lze nahlédnout na obrazku 1.1.
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w2 l” -7 //
/
/
/
/
. //
Vg [~ of i F v
w1 141 V1 +wq

Obrézek 1.1: Geometricky lze provést soucet dvou vektoru (zde délky dva) po-
moci tzv. doplnéni na rovnobéznik.

Vektory ruznych délek s¢itat nebudeme. Nékdy se s tim muzeme v néjaké
podobé setkat (napf. vektory v roviné s¢itdme s vektory v prostoru), v takovém
ptipadé vzdy ale vime, jak je rovina v prostoru orientovand, a zpravidla umime
rovinné vektory v prostoru snadno interpretovat — napt. tak, ze je na vhodném
misté doplnime nulou, takze se de facto jedna o vektory trislozkové.

1.3.2 Soucin vektoru a ¢isla

Uvazujeme-li nas redlny vektor v a néjaké redlné ¢islo «, tj.

Soucin lze také zapsat

(v-a);=vj-a, pro j=1,23,...,n.
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Geometrickd interpretace souc¢inu zdvisi na velikosti (pfesnéji absolutni hodnoté)
a znaménku Cisla «, viz obrazek 1.2.

v-a, kde a>1

v-a,kde 1>a>0

v-a, kde a=-1

Obrazek 1.2: Soucin vektoru s ¢islem se geometricky projevi prodlouzenim,
zkracenim, pripadné zménou orientace vektoru.

Zamyslime-li se nad geometrickou interpretaci vektoru, vidime, ze kromé
zkraceni ¢i prodlouzeni délky vektoru muze dojit také ke tfem specidlnim si-
tuacim:

e Pro a =1 dostaneme v -1 = v. Vektor se pfi ndsobeni jednickou nezmeéni.

e Pro a =0 dostaneme
0

o

v-0=| 0 |eR"

0

tzv. nulovy vektor délky n. Ten budeme pro jednoduchost znac¢it symbolem
0 (tedy v-0 = 0). V piipadé, ze by mohlo dojit ke zmateni a zdmeéné nuly (tj.
¢isla) s nulovym vektorem, rozmeéry nulového vektoru upfesnime indexem,
tj. O0p, (tedy v-0=0,).

e Pro a = -1 dostaneme, jak je v obrazku 1.2 naznaceno, tzv. opacni vektor,
ktery budeme pro jednoduchost znac¢it —v (tedy v - (-1) = —v). Opac¢ny
vektor ndm umozni zavést ode¢itdni vektoru, tedy

v-—w=v+(-w)=v+ (w-(-1)), neboli (v-w); =v; —wj.

Specidlné tedy plati v — v = 0,,. Geometrickou interpretaci rozdilu vidime
na obréazku 1.3.
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w

—w=w-(-1)

Obrazek 1.3: Soucin vektoru s cislem se geometricky projevi prodlouzenim,
zkracenim, piipadné zménou orientace vektoru.

Uloha 1.3. Protoze budeme ¢asem pracovat © s komplexnimi ¢isly, tedy sloZky
naseho vektoru v budou komplexni éisla a éislo o bude také komplexni, étendr
st zopakuge, jak se scitaji a ndsobi komplexni ¢isla.

v

Sc¢itani je nepatrné jednodus$si, protozZe vlastné probihd také po sloZkdch.
Presnéji feceno séitdme rediné a imagindrni slozky zvldst, tedy pro

c=a+b-i a z=x+y-1i

plati
ctz=(a+b-i)+(z+y-i)=(a+x)+(b+y)-i
Soucin neni o tolik tezsi. Staci si uvédomit, Ze komplexni cisla jsou vlastneé
dvoucleny a jak se ndsobi dvoucleny, tedy
c-z=(a+b-1)-(z+y-1)
=a-z+a-y-i+b-i-x+b-i-y-i(a+x)
=(a-x-b-y)+(a-y+b-x)-1i

Pro lepsi vhled do ndsobeni komplexnich cisel je ovsem uzZiteéné uvazZovat je
v tzv. goniometrickém tvaru, tedy

c=|e| - (cos(p) +sin(e) - 1) a z =|z|- (cos(¢) +sin(¢)) - 1),

kde |c| = Va? +b? je absolutni hodnota komplexniho éisla ¢ a ¢ tzv. argument,
tedy thel, ktery svird spojnice poédtku komplexni roviny a ¢isla ¢ s kladnou édsti
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redlné poloosy. Pak

c-z=(le]- [2]) - (cos(d + ) +sin(¢ +¢) -1).

Tedy absolutni hodnoty c¢isel se ndsobi a argumenty se scitaji.

1.3.3 Linearni kombinace vektoru

Pti zavedeni rozdilu vektoru vidime, ze vlastné pouzivame obé predchozi operace
dohromady. Jeden vektor ndsobime ¢islem (konkrétné ¢islem —1) a nésledné vek-
tory s¢itdme. V principu nam ale nic nebrani vektor pfed s¢itanim nasobit jinym
Cislem, resp. ruznymi ¢isly nédsobit oba vektory. Tim se dostdvame k dulezité
univerzalnéjsi operaci, kterou budeme uvazovat. Méjme nase dva vektory stejné
délky

141 w1
V2 w2
v=] vz |eR", w=| ws |eR",
V’Vl wn
a k nim dvé ¢éisla
a, B eR.
Pak vektor
vira+twrf
Vo-a+ws-f
vea+tw-B=| v3ra+tws-f |eR",
Up-Q+wy,- 8
tj.

(v-a-w-B);=vj-a+w;-p,

nazyvame linedrni kombinaci (dvou) vektoru v a w. Cisla a a 8 nazyvdme
koeficienty linedrni kombinace. Univerzalita linearni kombinace je zifejmé:

e pro =1, =1 je prostym souctem obou vektoru, tj. v+ w,

e pro « obecné a 8 =0 je souc¢inem vektoru s ¢islem, tj. v- «,

e pro a =1, 8 =-1 je rozdilem obou vektoru, tj. v — w,

e atp.
Linedrni kombinace je vSak pojem jesté nepatrné obecnéjsi. Nic nam totiz nebra-
ni uvazovat obecnéjsi pocet vektoru nez jen dva, které budeme kombinovat. N&-

sledujici definice takovou obecnou linearni kombinaci spolu s dalsimi uzite¢nymi
pojmy zavadi.
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Definice 1.2 (Linedrni kombinace vektoru). Uvazujme k € N, redingch, resp.
komplexnich vektoru délky n € N,

Vi
Vo
ve=| v3¢ | €R", resp. C", kde ¢=1,23,...,k

Une
a redlnd, resp. komplexni cisla
aq, Qg, A3,..., a € R resp. C.

Vektor
k

Z=Z"Ug‘0£g='01‘041 + Vg Qg + V3 -3 + +++ + Vg O
£=1

nazyvdme linedrni kombinaci vektoru vy s koeficienty ay.

Pokud
Vee{l,2,3,...,k} plati ap =0,

Y. a1 =g =ag = =ap =0, pak linedrni kombinaci nazgvdme trividlni.
Linedrni kombinaci, kterd neni trividlni, tedy takovou, Ze
30 e {1,2,3,...,k}, pro které ap # 0,

nazyvdame netrividing.

Povsimnéme si, ze pocet vektoru je kladné prirozené ¢islo, tedy specialné
muze byt i jeden (pro k = 1). Dédle si povSimnéme, Ze pro trividing linedrni
kombinaci vzdy plati

E k
z:vaag:ZW-O:vl-O+v2-0+v3~0+~--+vk~0:0n.
=1 =1

Na zavér jesté poznamenejme, ze ze stfedni Skoly pravdépodobné zname po-
jem nekonecné (geometrické) tady, resp. jejtho souctu. Casem se seznamime
i s koSatéjsimi nekoneénymi fadami, napt. fadami funkci, které se budou linedr-
nim kombinacim napadné podobat. Linedrni kombinaci se v§ak zpravidla rozumi
kombinace konecné mnoha vektoru.

1.3.4 Soucin dvou vektoru?

Umime-li dva vektory secist, muze vzniknout oprdvnény dotaz, zda umime dva
vektory také vynasobit. Mnozi ¢tenéii se jisté s nékterymi souciny vektoru se-
tkali. Souciny zdmérné zminujeme v mnozném ¢&isle, protoze sou¢in dvou vektoru
1ze definovat mnoha riznymi zptsoby. Ctenaf se pravdépodobné setkal zejména
s pojmy skaldrni soucin a vektorovy soucin (piipadné také smiseny soucin, ktery
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v8ak jiz operuje na tiech vektorech a je kombinaci pravé soucinu skaldrniho
a vektorového). Nicméné soucin dvou vektoru lze definovat i jinymi zpusoby,
mezi dalsi nejbéznéjsi patii napt. tzv. Hadamarduv soucin, ktery je definovan
po slozkach, stejné jako soucet, nebo tzv. vnéjsi soucin, viz také sekci 2.2.2.

1.3.4.1 Skalarni souéin

Skaldrnimu soucinu, jeho definici, vyznamu a vlastnostem se budeme detailnéji
vénovat v kapitole 7, sekci 7.2. Nicméné i tak bude uziteéné si vzpomenout
jak tento soucin nejcastéji (pozdéji uvidime, ze skaldrni soucin lze definovat
nekone¢né mnoha riznymi zpusoby) vypadd. Uvazujme nase dva rediné vektory

141 w1
Vo w2

v=| v3 |eR", w=| ws |eR"
Vn Wn,

Standardnim skaldrnim soucinem dvou vektoru je ¢fslo (v analytické geometrii
se Casto znadi prostym v -w, my budeme pouzivat jiny symbol)

n
(viw) = Zl/j~wj:1/1~w1 + Vg g + V3 W3 + o+ Uy .
j=1

Tedy soucet soucini odpovidajicich si sloZek. Na operaci souc¢tu soucinu od-
povidajicich si slozek (riznych objekti) budeme nardzet opakované, proto neni
od véci to pfipomenout.

Dobré je také pripomenout, ze skaldrni soucin jakymsi zpusobem souvisi
s tim, zda piislusné vektory (ne)sviraji pravy tihel. Presnéji feceno, z analytické
geometrie vime, ze pokud jsou vektory v a w kolmé, pak je jejich skalarni soucin
roven nule. Pozdéji uvidime, ze véci jsou mozna trochu naopak, a sice, ze kol-
most nebo lépe feceno pravoihlost neboli ortogonalita (resp. ihly obecné) jsou
nulovosti skaldarnfho sou¢inu (resp. jeho hodnotami) definovdany. Coz je dulezité
zejména v souvislosti s jiz naznac¢enym faktem, ze skaldrni sou¢in mohu definovat
ruznymi zpusoby (a tim i tedy i pravothlost a 1ihly obecné).

Pozor! Jak uvidime pozdéji, vyse zminénym zpusobem lze skaldrni souc¢in
definovat pouze v piipadé redlnych vektoru. Ve svété komplexnich vektoru bu-
deme muset byt ponékud obezietnéjsi.

1.3.4.2 Vektorovy soucin

Vektorovym souc¢inem se nebudeme piili§ zabyvat, nicméné se o ném trochu
zminime v kapitole 9, sekci 9.4.3.

Pozor! Ustredni nevyhodou, kterd bude vektorovy sou¢in v naSem textu
fatalné diskvalifikovat, je, ze 1ze snadno definovat pouze pro tfislozkové vektory.
Presnéji feceno, pro né se zpravidla definuje zpusobem, ktery neumoziuje snadné
a piimocaré zobecnéni (ani pro vektory kratsi, ani pro vektory delsi). Nékterd
mozna zobecnéni nicméné pozdéji naznacime.
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Pro vektory

4! w1
v = %] € Rg, w = (0%5) € Rg
V3 w3

je definovan v tento okamzik trochu tajemnym a ne piilis prehlednym zptusobem

Vg W3 —V3-W2
_ 3
vxw=| v3-wy -V -ws |€R’.
VW — VWi

Dulezité pozorovani je, ze vektorovym souc¢inem dvou vektoru je, na rozdil od
skalarniho soucinu, vektor.

Vektorovy i skalarni souc¢in maji fadu zajimavych vlastnosti, které zde ne-
budeme zminovat. Nicméné kdyz uz byla fe¢ o kolmosti, jisté stoji za zminku,
ze vektorovy soucin v x w je kolmy (v klasickém slova smyslu) na kazdy z obou
svych soucinitelu v a w.

1.4 Matice

Vektory jsme sice nyni vytvareli jen z redlnych nebo komplexnich ¢isel, snadno
si ale muzeme predstavit, ze slozky vektoru budou i jind ¢isla nebo jiné objekty.
Specidlné si muzeme predstavit vektor (napi. k-slozkovy), jehoz slozky jsou opét
vektory, tentokrat vsak jiz redlné nebo komplexni (napt. n-slozkové). Takovy
vektor vektoru bude ve vysledku obsahovat n -k ¢isel. Abychom jej mohli zapsat
néjak prehlednéji, uchylime se k tomu, ze napt. vnéjsi vektor budeme psat jako
7adek a vnitini vektory jako sloupce (nebo naopak, chceme-li). Dostaneme tak
objekt, usporddanou (n - k)-tici, kterou muzeme srovnat do tvaru ,tabulky*.
Pravé takovou tabulku budeme nazyvat matici. Pro zdiraznéni jejtho tvaru ji
budeme nazyvat (n, k)-tici, pficemz prvnf ¢&slo bude vzdy znacit pocet fadku
a druhé pocet sloupcu tabulky.

1.4.1 Matice jako uspoiadané (n,k)-tice

Casem uvidime, Ze o maticich muzeme uvazovat v mnoha riznych vyznamech
a kontextech, v tento okamzik vsak vysta¢ime s nasledujici definici.

Definice 1.3 (Matice). Matici velikosti n x k, n,k € N, nazveme usporddanou
(n, k)-tici redingch, resp. komplexnich cisel,

ai1 a2 ais - a1k
a1 Q22 a3 - G2k . .
nx nx
A=| a31 az2 asz - azp |€R™", resp. C"*".

an,1 QAp2 Aan3 - Ank
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Cislo aje € R, resp. C, j =1,2,3,...,n, £ =1,2,3,..., k nazgjvdme (j,€)-tym
prvkem, pripadné (j,0)-tou sloZkou matice.

Poznamenejme jesté, zZe vektor

C T
az.p
ag=| ase |€R", resp. C", kde (€=1,2,3,...k,

| Gn,e |

nazyvdme £-tym sloupcem matice A a vektor

aj,1
as,2 A A
a;=| a;3 |€R", resp. C", kde 7=1,2,3,...n,

jk

nazyvdme j-tym rdadkem matice A.

Kromé sloupct a fddkt matice se také casto setkdme s vektorem

1.1
a2 2

Adiag = | azz3 | e€R¥, resp C¥, kde p=min{n,k},
Ap,p

ktery nazyvame diagondlou matice A.

1.4.2 Soucet dvou matic, sou¢in matice a ¢isla

Protoze matici jsme motivovali jako vektor vektoru a definovali ji stejné jako
vektor, neptekvapi nés, ze budeme chtit umét provozovat s maticemi podobnou
aritmetiku jako s vektory. Specidlné budeme chtit umét provést:

e soucet dvou matic a

e soucin matice a ¢isla.

Obé tyto operace pritom budeme provadét opét po slozkdch. Uvazujme tedy dvé
matice stejnych rozméru

ar1 Q2 - A1k b1,1 51,2 bl,k
a1 Q22 - G2k b2,1 b2,2 bQ,k

k
A=| a31 az2 - azx |, B=| b31 bzz - bzp |eR™",

an,1 QAp2 - Qpk bn7l bn,2 bmk



34 KAPITOLA 1 — ZAKLADNI STAVEBNI KAMENY — VEKTORY & MATICE

pak jejich sou¢tem rozumime matici
A+ B takovou, ze (A+B)je=aj¢+bjs,
kde symbolem (-); ¢ zna¢ime, obdobné jako v piipadé vektort, zobrazeni

(~)j7g : Rnxk — R

)

které matici priradi jeji (j,£)-tou slozku (tedy j-ty prvek ¢-tého sloupce, nebo
téz (-ty prvek j-tého fadku), specidlné tedy (A);¢ = a;¢. Obdobné, mame-li
navic realné ¢islo a € R, pak souc¢inem matice a ¢isla rozumime matici

A-a  takovou, ze (A-a)je=aje-o.
Analogicky bychom mohli definovat i linedrni kombinaci dvou (resp. vice) matic

stejnych rozmeéru.

1.4.3 Transpozice matice

Transpozici matice rozumime jednoduché zobrazeni, které zaméni sloupce a Fad-
ky dané matice (pii zachovén{ jejich pofadf). Vulgdrné muzeme transpozici po-
psat jako jakési ,preklopeni podle diagonaly“. Transponovanou matici budeme
znaéit hornim indexem T, tedy AT. Forméalné

T . Rnxk kan’

pficemz
(AT)e;j = aje

Nejsnaze 1ze pojem transpozice ilustrovat na konkrétnim piikladu.

Priklad 1.1. UvaZujme napt. matici

W~

1
A:[l 2 2], pak AT=[2 5
° 3 6

Diagondla matice 1 jeji transpozice je vyznacena cervene.

Ziejmé pro kazdou matici plati
(A1) =4,

jak si laskavy ¢tenar sam rozmysli.
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1.4.4 Matice specialnich tvaru

Vidéli jsme, Ze pojem matice muzeme zavést pomoci pojmu vektor, jako vektor
vektora. V jistém smyslu je tedy matice vektorem (vice o tom budeme hovofit
v sekei 6.1.2.2).

Na druhou stranu vidime, ze zékladni operace (s¢itédni a ndsobeni ¢islem) pro-
vozujeme s maticemi a vektory stejnym zptisobem — totiz po slozkach. Specidlné
tak muzeme kazdy vektor povazovat za zvlastni matici majici jen jediny sloupec.
Tedy

a1,1

a2,1
A= a3,1 € RnXI

Qn,1

mizeme povazovat za vektor. (Ostatné kartézské mocniny R™! a R™ se lisf pouze
formélne.)
Obdobné ale muzeme uvazovat matici majici jen jediny fadek, tedy

1xk
A=[a1,1 ai2 apgz - al,k]ER ;

a takové matice povazovat za (pro mnoho z nds mozné obvyklejsi) rddkové vek-
tory. (Opét je ziejmé, 7ze kartézské mocniny R* a R¥ se lisf jen formélné.)

Poslednim specialnim tvarem matice, se kterym se setkame, bude tzv. ctver-
covd matice, coz, jak ndzev sdm napovidd, nastane v okamziku, je-li pocet radku
roven poc¢tu sloupcu (tj. n = k),

a1 a2 aisz - Ain
a1 Q22 az3 - A2n

A=| a31 azz azsz - az, |eR™".
Gp,1 Qan2 0an3 - Qapn

Cislo n pak obvykle nazyvame fddem ctvercové matice. Podobné jako muzeme
diskutovat o tom, zda Ctverec je, ¢i neni{ obdélnikem (resp. jeho specidlnim
piipadem), i zde se muzeme setkat s ruznym ndzorem na to, zda je matice
obdélnikovou pouze pokud n # k, nebo kdykoliv.

1.4.5 Matice se specialni strukturou prvkua

Zejména v piipadé ¢tvercovych matic (ale nejen) se muzeme setkat s dalsimi
pojmy popisujicimi tvar matice, 1épe feceno strukturu jejich (ne)nulovych prvku.
S fadou takovych pojmu se budeme seznamovat postupné, nyni zminime jen ty

Specidlné ¢tvercovou matici A € R™" splnujici

aje=0 pro vSechna ji>e,
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tedy majici vSechny poddiagondini prvky nulové, nazveme matici horni trojuhel-
nikovou. Obdobné ¢tvercovou matici spliujici

aje=0 pro vSechna i<,

tedy majici vSechny naddiagondini prvky nulové, nazveme matici dolni troj-
thelnikovou. Ctvercovou matici, ktera je horni trojihelnikové a zaroven dolni
trojuhelnikové, tedy mé nulové vsechny mimodiagondlni prvky, nazveme matici
diagondlni. Schematicky vypadaji tyto matice (napt. fddu 5) jako:

O 9V 9 0 © © 0 0 0 0 © 0 0 0 0
09 9 9 © 9 9 0 0 0 09 0 0 0
009 9 9|, 9 9 9 0 0|, 009 0 0],
000 9 © 9O 9 0 9 0 000 9 0
0000 © O 9 0 0 © 0000 ©

kde © reprezentuje obecny prvek matice, o kterém nic bliz§tho nevime.
Poznamenejme, ze diagonalni matici

d 0 0 - 0 di
0 d 0 - 0 ds
A= 0 0 ds - O s diagondlou Gdiag = | d3
0 0 0 - d, dy,

budeme ¢asto pro jednoduchost zapisovat jako
A= diag(dl, d2, dg, ceny dn) eR™.

Mezi diagonélnimi maticemi pak bude nesmirné dulezitou tzv. matice jednot-
kowvd, kterou budeme znacit I, ptipadné I,, pro zduraznéni jejiho fadu, pro kterou
plati

I=1,=diag(1,1,1,...,1) e R™.

Blizkou ptibuznou jednotkové matice je tzv. matice skaldrni, kterou budeme
znalit Io, pripadné I« pro zduraznéni jejtho Fddu a kterd je a-ndsobkem jed-
notkové matice, tedy

Ia=I,a=1, a=diag(a,a,q,...,a) e R"

pro a e R.

Specialni zminku pak zaslouzi matice nulovd, majici vSechny prvky rovny
nule. Podobné jako v pfipadé nulového vektoru budeme takovou matici znacit
prostym symbolem 0. V piipadé, ze bude nutné zduraznit rozméry nulové ma-
tice, piipiSeme je ve formé dolniho indexu 0,, ;. Tedy

000 ~ 0
000
0=0,6=[ 0 0 0

o

c Rnxk

o
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Na zavér mezi ¢asto pouzivané matice se specidlni strukturou prvku zahr-
neme tzv. matice symetrické. Jednd se o ¢tvercové matice, které se nezméni,
pokud zaménime jejich fadky za jejich sloupce, tj. jsou invariantni vuci trans-
pozici. Pro symetrickou matici tedy plati

A=AT neboli aje=ag; provsechna jalf.

Prikladem takové matice s konkrétnimi ¢isly je tfeba matice

5 6 4 1 0
6 7 0 0 7
4 0 0 8 0
10 8 3 0
0 70 0 2

Symetrie se tedy manifestuje tim, ze matici mohu ,,preklopit podle diagondly*
a ona se tim nezméni.






Kapitola 2

Maticové nasobeni

Kdyby matice byly jen jinak zapsané vektory, pripadné kdyby vektory byly
jen matice specidlniho tvaru, bylo by asi zbyte¢né matice takto zavadét. Nyni se
tedy podivame do pokrocilejsi aritmetiky matic a vektoru. Podivame se, jak mo-
hou tyto objekty iteragovat pomoci operace, kterou budeme nazyvat nasobeni,
pripadné soucin, konkrétné se podivame:

e na soucin matice a vektoru (zkrdacené MV-soucin) a

e na souc¢in dvou matic (zkrdcené MM-soucin).

Specialné nas bude zajimat, jak lze tyto souciny interpretovat a k ¢emu vSsemu
mohou byt uzitecné.

2.1 Soucin matice a vektoru (MV-soucin)

Zacneme tim nejjednodussim, tedy souc¢inem matice a vektoru. Ne kazdou dvo-
jici matice a vektoru pujde vynésobit. Soucin bude definovany pouze pro matici
a vektor splnujici jakousi podminku kompatibility, kterou muzeme slovné vyjadrit
jako:

Pocet sloupci matice musi byt roven délce vektoru.
2.1.1 MV-souéin — definice a priklady uziti
Soucin tedy budeme definovat pro dvojici
AeR™F a4 peRF

Definovany bude, s vyuzitim spole¢ného rozméru k, jako soucet soucinu od-
povidajicich si prvka (viz také sekei 1.3.4.1).

39
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Definice 2.1 (Souc¢in matice a vektoru (MV-souéin)). Soucinem matice A ve-
likosti n x k,

a1 a2 arz o Al
a1 Q22 G23 - A2k i i
nx nx
A=| a31 az2 azsz - asp |€R™T resp. C™",
anp,1 QAp2 Aap3 = Gpk

a vektoru v délky k,
141
9]
v=| v3 |eRF, resp. C*,

Vi

rozumime vektor z délky n,
z=A-veR", resp. C",
jehoz j-td slozka j = (2); je ddna vztahem

k

Cj = Za%g Vp=a51-V1 tajoV2t aj3-V3+ o+ Qg Vi
£=1

Na j-tou slozku souéinu z = A-v se tedy muzeme (alespon v redlnych éislech)
divat jako na skaldrni soucin j-tého fddku matice A s vektorem v (aby nedoslo
k mylce, poznamenejme, ze MV-soucin je pro redlné a komplexni matice de-
finovan zcela stejné; to, co se v komplexnim svété 1isi, je definice skalarniho
souc¢inu). Schematicky sou¢in matice a vektoru vidime na obrazku 2.1.

z = A )

Obrazek 2.1: Soucin z matice A a vektoru v, resp. jeho j-td slozka (; je souctem
souc¢inu odpovidajicich si slozek j-tého fadku matice a vektoru v.
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Priklad 2.1. Jednoduchy priklad, na kterém mizeme ilustrovat uZiti MV-souci-
nu a tedy snad i uzitecnost, bude ndsledujici soustava tri linedrnich algebraickych
rovnic pro i nezndmé — pripomenme, Ze kaZdou z nich muZeme interpretovat
jako rovinu v prostoru

o r +3-y +z = 0,
T e 2.y -z =1,
3t —x -8y +3-z = 4.

Pocet rovnic, pocet nezndmyjch i konkrétni koeficienty na levych i pravych stra-
ndch jsou pritom zvoleny viceméné ndhodné.

Zacneme tim, Ze si ddme 2vldst koeficienty na levijch strandch rovnic, neznd-
mé a koeficienty na pravych strandch rovnic. Z koeficienti na levijch strandch
pritom vytvorime matici — tzv. matici soustavy — tim zpusobem, Ze rTddky
budou odpovidat jednotlivim rovnicim a sloupce jednotlivym nezndmym, oboji
v néjakém konkrétnim, pevné zvoleném potadi, napt.

N — 1 3 1
Ny —> 0 2 -1 |eR>3,
flg —_— -1 -8 3

oot 1

x Yy oz

Ve stejnyjch poradich vytvorime z nezndmijch a z koeficientu na pravych strandch
vektory — tzv. vektor nezndmych a vektor pravijch stran.

Klicovd pro nds bude levd strana soustavy, kterou jsme rozdélili do dvou
objektu, do matice soustavy a do vektoru nezndmgjch. Snadno ovéiime, Ze jejich
soucinem dostaneme vektor — tzv. vektorem levych stran

1 3 1 T r +3-y +z
0 2 -1 11wy |= 2.y e
-1 -8 3 z -r -8y +3-z

PoZadavek na rovnost levé a pravé strany u kazZdé jednotlivé rovnice se tak
pretavi v poZadavek na rovnost vektoru levych a pravijch stran. Ve vysledku tak
dostdvdme celou soustavu rovnic zapsanou maticové

1 3 1 T
0 2 -1 {1y |=]1
-1 -8 3 z

Z predchoziho ptikladu muzeme ué¢init nasledujici obecny zavér, resp. obecné
pozorovani.

Pozorovani 2.1. Obecné tak muzeme jakoukoliv soustavu n linedrnich algebra-

ickyjch rovnic pro k nezndmiych &, £ =1,2,3,...,k, s koeficienty a;, na levych
a B; na pravych strandch, tj.

k
n; o Zajj’fgzﬁj, kde j=1,2,3,...,n,
=1
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zapsat ve tvaru

matice soustavy - vektor nezndmgch = vektor pravych stran.

€ Rnxk eRk € Rn

Matici soustavy zpravidla znacime pismenem A, vektor nezndmych zpravidla
pismenem x a vektor pravych stran zpravidla pismenem b. Celou soustavu pak
muzeme zapsat velmi kompaktnim zpiusobem

A-x =0,
rozepsano po slozkdch
a1 a2 G133 v Gl &1 B1
G2,1 Q22 G23 - G2k &2 B2
as1 as2 azz - asp || & [=]| B3
Gp1 QAp2 aAn3 - Ank gk ﬂn

Vidime tak, Ze se soustava linedrnich algebraickych rovnic v maticovém zdpisu
tvdri jako jedind linedrni rovnice s jedinou nezndmou x, kterd je vsak vektorovd.

Cely priklad rozebirdme obecné proto, Ze bychom rddi ukdzali jesté druhy
zZpusob zdpisu soustavy rovnic pomoci maticového ndsobeni. Obecnou rovnici
primky i obecnou rovnici roviny jsme zvykli psdt ve tvaru ,vyraz na levé strané
= 0% Stejnym zpusobem si miZeme prerovnatl i vsechny rovnice J; — casem
uvidime, Ze kaZdd z nich je vlastné rovnici néjaké (k — 1)-rozmérné nadroviny
v k-rozmérném prostoru — dostaneme tak

k
N Zaj’p@—ﬂjzo, kde 7=12,3,... n.
=1

Stejné jako prve muZeme oddélit viechny zndmé koeficienty a; o a B; do ma-
tice a vSechny nezndmé do vektoru. Tentokrdt se ndm na levou stranu pripletly
i koeficienty Bj, které sice nejsou ndsobené Zddnou nezndmou, zato jsou vsak
ndsobené znamym ¢islem —1. Dostaneme matici — tzv. rozsirenou matict sou-
stavy —, kterd obsahuje puvodni matici soustavy, a navic také vektor pravych
stran, a, Teknéme, rozsireny vektor nezndmych

&1
a1 a2 a1z - aik | B &
a1 Q22 az3 - A2k B2 z &

[A|b]=| as1 as2 ass -~ ask|Bs |, =]
: k
an,1 Qp2 QAn3 - Qnk Bn fl

Svisld a vodorovnd édra jsou pouze grafické prvky slouzici k lepSimu optickému
oddélent jednotlivijch soucdsti.
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Snadno ovérime, Ze

x
[ Al ].[ - ]0
Soustavu jsme tak dostali ve tvaru

roz§irend matice soustavy - Toz§ireny vektor nezndmych = nulovy vektor.

€ Rnx(k+1) € RkJrl € Rn

Priklad 2.2. Druhym prikladem uziti souc¢inu matice a vektoru bude geomet-
rickd transformace, konkrétné rotace roviny. UvazZujme matici

_| cos(p) —sin(p)
GW)‘[aM¢> c%@»]’

kterou budeme nazyvat Givensovou rotaci. Snadno ovérime, Ze pro tzv. euklei-

dovské vektory
1 0

G(p)-er = [ cos(p) ], G(p)-es = [ —sin(y) ]

plati

sin(¢p) cos(¢)

Obecny) vektor roviny lze zrejmé napsat jako linedrni kombinaci obou euklei-
dovskych vektori,

v:[Z]:[g]+[2]:[é].x+[g]y:erx+@.y

Snadno také ovérime, Ze koeficienty x a y této linedrni kombinace jsou ddny
jednoznaéné. Pro soucin matice G(p) s obecnym vektorem v pak plati

o[ cos(e)-a—sin(e)-y ] _[ cos(e)-a |, [ -sin(e) -y
G(e) [ sin(y) -z + cos(p) -y ] [ sin(yp) - x :|+|: cos(p) -y ]

[ e[ I |y 6000 00+ G-

Jingmi slovy, soucin G(p) - v lze interpretovat jako linedrni kombinaci soucini
G(p)-e;, j=1,2, s tgymiz koeficienty x a y.

Plati zde tedy jakdsi forma distributivniho zdkona (jak wvidime pozdéji, viz
sekci 2.3.3), ndsobeni matic a vektord je vici séitand matic a vektord distribu-
tivni zcela obecné,

G(p)-(er-z+ea-y) = (G(p)-er) z+(G(p)-e2) y.

Zbgvd se jen zamyslet, co matice G(p) s vektory e1, ea a jejich obecnou linedrni
kombinact v provedla. Pro toto zamysleni odkazujeme na obrdzek 2.2.

Vidime tedy, Ze soucinu matice a vektoru muzeme pritadit také vijznam geo-
metrické transfomrace.
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sin(p) -z +cos(p) -y

cos() X :

oY 1

sin() 3

| v |

¢ 3

AL -]

—sin(p)  cos(p)-@ cos(¢) Loz
—sin(p) -y

Obrézek 2.2: Rotace roviny jako ndsobeni matice vektorem. Modie jsou vy-
znaceny vektory ej, es a v = e1 - = + e5 - y. Cervené pak jejich souéiny s matici
rotace G(). Vidime, ze ndsoben{ matici Givensovy rotace G(¢) vektory roviny
otaci o uhel ¢ proti sméru hodinovych rucicek.

2.1.2 MV-soucin jako linearni kombinace sloupctii matice

Na soucin matice a vektoru se muzeme divat jesté zcela jinyma o¢ima. Zkusme
si souéin, tj. vektor z = A - v rozepsat poraddné. Vime totiz, jak vypada jeho j-ta
slozka,
k
Cj = Z ajj Vp = aj71 ‘v + aj72 ‘ Vo + aj73 V3 + e + aj7k c V.
=1

Dostaneme tak

k
Zi:l aie-Vp ay1-vy +tay12-V2 tay3-vVs+ e+ Qg Vg
D=1 02,0 Ve Qg1°V1 t a2 Vg t Q23 V3 + -+ A Vg
k
2= Yyqa30 v |=| G31°V1 +A32-V2 +a33-V3 + -+ a3 Vg

Zéf:l QAn,g " Ve ap1-V1 + Ap2-V2 + Ap3-V3 + -+ An g Vi
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Kazda slozka vektoru je tedy tvorena souCtem k sCitancu. Protoze vime, jak
vektory séitat (pfipomenme, ze po slozkach), umime také naopak vektor, jehoz
slozky jsou soucty ¢cisel, napsat jako soucet vektori. V tomto ptipadé tedy
muzeme vektor z zapsat jako soucet k vektoru

ai,1 -1 a1,2 - V2 a1,3°V3 a1,k " Vk

a1 V1 a2,2 V2 2,3 V3 as k- Vg

z = as,;1- Vi + as,;2 - Vs + as,3-v3 + -+ as i Vg
1)

Qn,1 V1 An,2 Gn,3 V3 An k" Vi

Pti blizsim ohledani pak zjistime, ze vSechny slozky prvniho vektoru jsou na-
sobkem stejného ¢isla, a sice ¢isla v1. VSechny slozky druhého vektoru jsou opét
nasobkem stejného Cisla, a sice Cisla v, a tak ddle. Obecné ziejmé plati, ze
v8echny slozky ¢-tého vektoru jsou nasobkem ¢isla vy, pro vSechna ¢ =1,2,... k.

Protoze vime, jak vektor ndsobit ¢islem (opét po slozkédch), umime i vektor,
jehoz kazda slozka je nasobkem néjakého konkrétniho ¢isla, napsat jako soucin
jiného vektoru a onoho konkrétniho ¢isla. Dostavame tedy

a1,1 ay.2 a1.3 a1k
az,1 a2 .2 a2.3 az. k
z = as 1 v+ as 2 Vg + @33 2T R o as i UV,
an,1 an,2 Gn,3 An Kk
N— N— N——— N——
aq a2 az ag

kde ay je -ty sloupec matice A. Ve finéle tedy dostavame dulezitou rovnost

k
A"L):Zag-l/g.
=1

Pfevypravéno lidskymi slovy:

Soudcin matice A a vektoru v je linedrni kombinaci sloupcu matice A,
koeficienty linedrni kombinace jsou pritom rovny slozkam vektoru v.

Tuto dulezitou interpretaci sou¢inu matice a vektoru jsme se pokusili ilustrovat
obrazkem 2.3 (stejnobarevné boxiky se ndsobi a tyto souciny se séitaji).

Poznamka 2.1 (Informaticko-programatorsky dovétek). Pokusime-li se napro-
gramovat soucin matice a vektoru, zrejmeé pouZijeme praveé dva for-cykly. Jeden
bude prochdzet slozky vysledného vektoru a dal$i bude Tidit vypocet sumy.

Vsimnéme si, Ze poradi obou for-cyklu muZeme bez problémi zaménit. Tato
zdména, resp. dvé moznd poradi for-cyklu odpovidaji pravé dvéma interpretacim,
¢ pohledum na MV-soucin: skaldrni soucin 7ddki matice A s vektorem v, resp.
linedrni kombinace sloupcu matice A s koeficienty zapsanymi ve vektoru v; srov-
nej algoritmy 1 a 2.
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z = A -

Obrazek 2.3: Soutin z matice A a vektoru v je linedrni kombinaci sloupcti ma-
tice A, koeficienty linedrni kombinace jsou pfitom rovny slozkdm vektoru v (tj.
stejnobarevné boxiky se ndsobi a tyto souciny se scitaji).

Algoritmus 1: MV-soucin jako
soubor skaldrnich souc¢inu fadku
matice A a vektoru v.

Algoritmus 2: MV-soucin jako
linedrni kombinace sloupci ma-
tice A s koeficienty z vektoru v.

vstup : AeR™F peRF vstup : AeR™F peRF
vystup: z=A-veR" vystup: z=A-veR"
z <« 0p z <« 0p
for j=1,...,ndo for /=1,...k do
for /=1,...k do for j=1,...,ndo
|G Gtaje v |G Gtajeve
end end
end end

2.2  Soucin dvou matic (MM-souéin)

Kdyz uz umime nésobit matici a vektor, dalsim pfirozenym krokem bude naso-
beni dvou matic. Vzhledem k tomu, Ze celou aritmetiku matic budujeme tak,
aby vektor hral v podstaté roli matice s jedinym sloupcem, lze oCekavat, ze
sou¢in matice a vektoru bude jen specidlnim piipadem soucinu dvou matic.

Z toho duvodu, podobné jako v piipadé souc¢inu matice a vektoru, nepujde
vynésobit zcela libovolnou dvojici matic. Sou¢in bude definovany pouze pro
matice spliiujici podminku kompatibility, kterou muzeme slovné vyjadrit jako:

Pocet sloupci proni matice soucinu musi byt
roven poctu radki druhé matice soucinu.

2.2.1 MDM-soucin — definice a priklady uziti
Souéin tedy budeme definovat pro dvojici matic

AeR™* a BeRM™,
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Definovany bude opét, s vyuzitim spole¢ného rozméru k, jako soucet soucinu
odpovidajicich si prvku.

Definice 2.2 (Maticovy sou¢in (MM-souéin)). Soucinem matice A velikosti
nxk,

a1 ai2 ai3 - Ak
a1 Q22 Q23 G2k i i
nx nx
A=| a3y az2 asz - azr |€R", resp. C*°F,
an1 An,2 Gn3 = Ank

a matice B velikosti k xm

[ D11 b2 b1z - bim
bai ba2 baz o bagm

B = b3,1 5372 b373 bg,m € kam, resp. (Ckxm,
b1 bro bz - bpm

rozumime matici C velikosti n x m,
C=A-BeR™™, resp. C™™
jejiz (j,r)-td slozka c;, = (C);, je ddna vztahem

k
G =) a0 ber=aj1 iy + aj2bay + ajzbay + 0+ ajp by
=1

Na (j,r)-tou slozku soucinu C' = A- B se tedy muzeme (alesponi v redlnych
¢islech) divat jako na skaldrni soucin j-tého Fddku matice A s r-tym sloupcem
matice B (aby nedoslo k mylce, poznamenejme, ze MM-souéin je pro redlné
a komplexni matice definovan zcela stejné; to, co se v komplexnim svété lisi,
je definice skaldrnfho sou¢inu). Schematicky muzeme soucin matice a vektoru
znazornit obrazkem 2.4.

Piiklad 2.3. Jako priklad soucinu dvou matic sahneme opét k maticim rotace,
tedy ke Givensovym rotacim. UvaZujme soucin

. _| cos(p) —sin(p) | | cos(v) —sin(y)
a@)-e0=| i) o) | ) s |

cos(ip) - cos(vp) —sin(p) -sin(yp)  —cos(¢p) - sin(v)) — sin(p) - cos() ]
sin(y) - cos(y) + cos(p) - sin(vp) —sin(y) -sin(1)) + cos(¢p) - cos(v))

Vzpomeneme-li si na vzorce pro kosinus, resp. sinus souctu uhli, vidime, Ze
vyslednou matici miZeme zapsat jako

_| cos(p+v) —sin(p+)
G(sa“/’)—[ sin(p+v)  cos(p+1) ]



