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PREDMLUVA

V matematice opakované dochéazi k propojovani riznych, nékdy i dost
odlehlych oblasti, kdy se ze spole¢nych vlastnosti rtiznych matematic-
kych struktur stavaji definice obecnéjsi a abstraktnéjsi teorie, ve které
teprve vynikne podstata popisovanych jevii.

V predkladané knize tento vyvoj k obecnosti a k abstrakci sledu-
jeme v geometrii. Uvodni kapitola je urcitym pokusem o fenomenolo-
gii prostoru, ve kterém se pohybujeme a orientujeme. V dalsi kapitole
pojednavame o Eukleidovych Zdkladech, které se svou axiomatickou
vystavbou predstavuji syntézu geometrického a logického mysleni. Za-
méfrujeme se na nékteré jejich partie, které v dalsim vyvoji geometrie
sehraly vyznamnou roli.

Sférickd geometrie a trigonometrie se v antice povazuje za soucast
astronomie a s geometrii eukleidovské roviny nema nic spolecného. Ale
novovéci geometti, ktefi se pokouseli dokazat paty Eukleidav postulat,
ji jako alternativu eukleidovské geometrie zacali vnimat. A tak se stala
jednim z inspiracnich zdrojui neeukleidovskych geometrii.

Projektivni geometrie vzniké jako odraz studii o perspektivé v re-
nesan¢nim malifstvi. Také ona je vyznamnym stupném na cesté geo-
metrické abstrakce. Abstrahuje totiz od méreni délek a uhla a zabyva
se pouze vzajemnou polohou geometrickych objektii. Proto se ji nékdy
tikd geometrie polohy.

V ramci novoveékého infinitesimalniho poc¢tu vznikla geometrie ploch
Carla Friedricha Gausse (1778-1855). Na jejich klicovych pojmech met-
rického tenzoru, geodetiky a krivosti byla ve velké syntéze vybudovana
abstraktni diferencialni geometrie Bernharda Riemanna (1826-1866)
a Tullio Levi-Civita (1873-1941) s klicovymi pojmy diferencovatelné
variety, afinni konexe a tenzoru kiivosti. A k dalsimu zobecnéni dochéazi
v geometrii obecné teorie relativity Alberta Einsteina (1879-1955).
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Témto tématiim jsme se vénovali na geometrickém seminari, ktery
probihal v CTS! v letech 2021-2022. Za cenné podnéty dékuji viem
ucastnikiim seminare, jmenovité Michalu Ajvazovi, Ivanu Chvatikovi,
Romanu Koteckému, Pavlu Krtousovi, Janu Makovskému, Alexandru
Matouskovi a Janu Zemanovi. Na Matematicko-fyzikalni fakulté UK
probihal na podzim roku 2022 seminai o projektivni geometrii. Také
jeho tcastnici Stépan Holub, Lukas Krump a Zbynék Sir svou kritikou
prispéli k vysledné podobé knihy. Za cenné pripominky k predbézné
verzi textu dékuji Peterovi Zamarovskému a obéma recenzentiim Pavlu
Krtousovi a Zbyiiku Sirovi. Za diskuze o filosofii matematiky vdécim
Stépanu Holubovi.

Kniha je urc¢end zvidavym ¢tenaiim se znalostmi stfedoskolské ma-
tematiky. Ta by méla postacovat pro porozumeéni prvnim kapitolam
o eukleidovské, neeukleidovské a projektivni geometrii. V dalsich ka-
pitolach matematicka naroc¢nost postupné roste. Kapitola o analytické
geometrii projektivnich prostorii je zalozena na abstraktni, ale neptilis
obtizné teorii vektorovych prostori. Nasledujici kapitola o Gaussové
A v dalsi kapitole o Riemannové diferencidlni geometrii k tomu pfi-
stupuje vyssi troven matematické abstrakce. Pouzivané teorie jsou sice
vylozeny v kapitole o matematickych strukturach, ale bez predbéznych
znalosti téchto témat se asi ¢tenar neobejde.

Predkladana kniha volné navazuje a tvori doplnék k nasi knize (se
spoluautorem Bedrichem Velickym) Hermeneutika a metaforika cisel.
Od pocti ke kvantové mechanice [33]. Sleduje geometrii od jejich in-
spiracnich zdroju k vrcholnym syntézam geometrického mysleni. Preji
¢tenari radost pri odhalovani poutavého pribéhu geometrie, jeji pod-
manivosti a krasy.

Praha, leden 2023

Petr Kurka

I Centrum pro teoreticka studia, spole¢né pracovisté Univerzity Karlovy v Praze
a Akademie véd Ceské republiky.



Kapitola 1

Fenomén prostoru

Prostredi, ve kterém zijeme, je bohaté strukturovano. Je v ném mnoho
véci — prirodnich utvari i artefaktt, které dokazeme rozeznavat a iden-
tifikovat. Umisténi téchto véci tvori prostor, ve kterém se orientujeme
a pohybujeme. V domé se orientujeme podle architektury mistnosti,
dveti, oken a nabytku, v krajiné se orientujeme podle ptrirodnich utvari,
jako jsou stromy, kopce, potoky ¢i feky, nebo podle artefaktii, jako jsou
domy, ulice, stozary ¢i pomniky. Tyto objekty se méni tak mélo a tak
pomalu, zZe je vnimame jako stalé a prisuzujeme jim skute¢nou exis-
tenci. Vérime, ze zlstanou na svych mistech, i kdyz jdeme jinam, a ze
je znovu najdeme, kdyz se k nim vratime.

V nejblizsim okoli domova zndme vétsinu dostupnych mist a opa-
kované jimi prochazime. Vyznacné sméry pro néas predstavuji vzdalené
charakteristické objekty, jejichz smér se pri mistnim pohybu prilis ne-
méni. V sirsim okoli chodime nebo jezdime spise po cestach ¢i silnicich.
Na nich jsou informativni znacky a urcitd vyznacnd mista, jako jsou
rozcesti, charakteristické prirodni utvary nebo artefakty. Tém davame
jména, a domlouvame se o nich v komunité, ve které zijeme. Cesty,
ulice a silnice tvori jakési jednorozmérné sondy do prostoru dvouroz-
mérné krajiny, kterd nam jinak zistava neznama. I kdyz se pohybu-
jeme krajinou mimo cesty, napriklad pti hledani hub, projdeme jen
malou ¢ast krajiny. Treti dimenzi zakousime pri prekonavani vysko-
vych rozdili, pti vystupu na horu nebo na rozhlednu. Ve své plnosti je
ale vyhrazena rybam, ptdktim a letadlim. Tato tfeti dimenze prostoru
je urcovana gravitaci. V nerovné krajiné ji musime prekonavat, nebo

11



12 KAPITOLA 1. FENOMEN PROSTORU

nam naopak cestu usnadnuje. Ocitneme-li se v neznamém prostiedi,
muzeme se podle gravitace orientovat. Jdeme-li stale doli, mame na-
déji, ze narazime na potok ¢i feku, podle které dojdeme do nejblizsi
vesnice nebo mésta. Gravitace se projevuje vodorovnou hladinou jezer
nebo vertikalou nékterych stromi (je rovny jako jedle). Spolu s jevem
tfeni je gravitace podminkou naseho pohybu. Jen diky ni se miizeme
o zemi opiit.t

Prostor poznavame v prvni fadé pohybem a hmatem. Pohybujeme
se v ném a dotykame se predméti v ném umisténych. Uvédomujeme si,
jaké musime vynalozit sili, abychom k nim mohli dospét. To vysvétluje
Michal Ajvaz:

Predstavme si bytost, ktera se cely zivot pohybuje na vo-
ziku, ktery nékdo dalkové ovlada a ktery se hladce pohy-
buje po kolejich. Bytost nemé zadné prozitky sily vyna-
klddané na vlastni télesny pohyb a na odpor vuci tlaku,
predméty jsou od ni dostateéné vzdalené, takze nema ani
zadné hmatové prozitky a pro jednoduchost si predstavme,
ze neciti ani jakykoliv odpor vzduchu. Za téchto okolnosti
bude perspektivni promény tvart, spojené se zménou mista
(¢tverce se méni v obdélniky, kruhy v ovaly, plochy se pre-
kryvaji, zmensuji a zvétsuji), chdpat pouze jako jakési pro-
meény tvart na plose. Dokaze je zasazovat do fad souvislosti,
a tedy i predvidat, nebude ale mit moznost pochopit, co je
hloubka, a tedy ani co je prostor, tvar a pohyb (nechépe
ani, Ze ona sama se pohybuje) a co jsou rozdily vzdalenosti
v prostoru. K tomu, aby toto vse pochopila, by se musela
alespon minimalné pohybovat, vynakladat silu, dotykat se
véci a zakouset jejich odpor: teprve potom si uvédomi kore-

! Pozndmka recenzenta (PK): V zékladnim pojeti geometrie ale gravitace a dalsi
sily presahuji koncepci prostoru. Jsou z domény fyziky, kde vedle prostorovych
vztaha hraje roli i vzajemné pusobeni, pohyb a jeho dynamika. K poznavani pro-
storu sice pohyb a interakce s télesy v prostoru vyuzivame. Koncepce prostoru
a geometrie vSak od tohoto abstrahuje. Zakladni geometrie se zabyva pravé jen
rysy, které jsou od dynamiky a pohybu oprostény. V tomto smyslu ndm sice nase
hmatové, ¢asové a , interaktivni® pocitky prostor oteviraji a pomahaji pochopit —
jak je i liceno déle. Ale nejsou ve skutec¢nosti Casti geometrie samotné. Patii az do
fyzikalniho popisu. Geometrie od nich abstrahuje a zaméruje se pouze na prostorové
vztahy bez dynamiky, ¢asovych zmén a interakci.
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lace mezi proménami perspektivnich tvari a riznymi mody
vynakladani télesné sily, véetné prozitk odporu neprostup-
nych téles, které pohybu zabranuji, a z téchto korelaci se
pozvolna zrodi vsechny prostorové vyznamy — a ovsem za-
roven se z prostorovych vyznamu zrodi plny vyznam ,, sily“
jako ptsobeni v uréitém prostoru a case (Ajvaz [2, str. 61]).

Predméty v nasem okoli také vidime a nékteré z nich mtizeme i slyset
a citit. Vnimame, v jakém sméru se nachazeji, jak jsou od nés daleko
a jak se k nim priblizujeme nebo se od nich vzdalujeme. Nékteré z téchto
predméti dokdzeme premistovat, tj. ménit jejich umisténi vzhledem
k jinym predmétium. Vnimame také pohyb jinych lidi a zvirat i pohyby
vozidel a vanuti vétru. U vSech téchto pohybti vnimame jejich sméry
a rychlosti.

V pohybu se projevuje vztah mezi prostorem a ¢asem. Cas vnimame
skrze periodické déje, jako je stiidani dne a noci. V delsim ¢asovém ho-
rizontu je to stridani rocnich obdobi a postupna proména véci, které
nas obklopuji. Naopak v kratsim c¢asovém horizontu prozivany cas ko-
responduje s fyziologickymi déji naseho téla, s tepem srdce, s iinavou,
s jidlem. Objektivizujeme ho hodinami, které jsou zalozeny na fyzikal-
nich realizacich harmonického oscilatoru a vytvareji sdileny c¢as komu-
nity.

Pti pohybu v krajiné vnimame jeji topologii a metriku. To znamena,
ze si uvédomujeme, jak jsou usporadana mista, kterymi prochazime,
nebo ktera vidime, a jak jsou od sebe daleko. Délku cesty lze mérit
krokovanim nebo ¢asem potifebnym na jeji prekonani. Primé vzdale-
nosti mezi vyznacénymi misty lze mérit délkou napnutého provazu nebo
opticky dalkomérem. Rizné sméry sviraji thly, které mizeme mérit
uhlomérem ¢i teodolitem. Metrika krajiny se objektivizuje souradnymi
soustavami, jako je zemépisna délka a Sitka.

1.1 Eukleidovska geometrie

Abstrahujeme-li od vyznac¢nych mist a vyznaénych smért, ziskdme ho-
mogenni a izotropni prostor rovinné ¢i prostorové geometrie — geo-
metrie, kterd je stejnd v kazdém misté a v kazdém sméru. Rovinna
geometrie se odehrava v idealni roviné bez prohlubni a vyvysenin. Ta
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neni ni¢im omezena, nemé zadnou mez. Nalézaji se v ni idedlni geo-
metrické tvary, jako jsou body, které nemaji zadnou rozlohu, idealné
rovné piimky a usecky, idedlni trojuhelniky ¢i kruznice. Mezi témito
geometrickymi ttvary jsou idedlni vztahy jako incidence (bod lezi na
piimce), kongruence (stejnd délka tisecek), mezilehlost (bod lezi na
useCce mezi jejimi krajnimi body). Dokézeme-li nahlédnout geometrické
objekty v jejich idealité, dokazeme i nahlédnout nékteré idealni vztahy
mezi nimi. Jiné ptimo nahlédnout nedokazeme, ale mizeme k nim do-
spét pomoci rozumu, logiky nebo vypoctu. To podrobné analyzuje Petr
Vopénka (1935-2015) [55].

Protoze idedlni geometricky prostor je homogenni a izotropni, jeho
body nemaji zadnou individualitu, pomoci niz bychom je mohli rozli-
Sovat. V tomto ohledu se geometrické struktury vyrazné odlisuji od al-
gebraickych struktur, ve kterych vyznacné objekty jsou, napriklad nula
nebo jednotka. O geometrickych objektech mizeme mluvit jen tak, ze
je vztahujeme k jinym geometrickym objektim. Proto pri studiu geo-
metrie hraji podstatnou roli rizné typy souradnych soustav, které
umoznuji geometrické objekty identifikovat. Volby téchto souradnych
soustav jsou ale nutné arbitrarni. Geometrické vztahy na nich nemo-
hou zaviset.

Idealita geometrickych utvari je spolecna vsem geometriim. Do euk-
leidovské geometrie, kterd je vyloZena v Eukleidovych? Zdkladech, vstu-
pujeme, jakmile uvazujeme o pojmech podobnosti nebo ¢tverce. Dva
rovinné nebo prostorové utvary jsou podobné, je-li jeden z nich zvét-
Ssenim druhého v urc¢itém poméru. Podobnosti se tykaji nejstarsi recké
zpravy o geometrii. Hérodotos? li¢i, ze Thalés* méfil vysku egyptskych
pyramid délkou jejich stinu v okamziku, kdy svisld ty¢ vrha stejné
dlouhy stin jako ona sama. Jedna se tedy o podobnost rovnoramennych
pravouhlych trojihelnik. Vzdalenost lodi, kterou vidime na morti, 1ze
urc¢it tak, Ze ji pozorujeme ze dvou mist pobrezi a zmérime uhly, pod
kterymi ji z téchto mist vidime. Potom si nakreslime zmenseny, tj. po-
dobny model této situace se stejnymi thly a vzdalenost zméfime na ném
(viz Kratochvil [31, str. 187]). Na podobnosti jsou zalozeny mapy, podle
kterych se orientujeme v krajiné, nebo plany domt, které stavime.

2 Eukleidés (tiet{ stoleti pfed Kristem).
3 Hérodotos (asi 484-425 pred Kristem).
4 Thalés z Milétu (asi 625-543 pied Kristem).
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Intenzivnéji vnimame topologii, metriku a geometrii prostoru pfti
tvorbé artefaktti, napriklad pri stavbé pristresi nebo domu. Jako pi-
dorysy staveb prirozené vyvstavaji rovinné utvary jako kruh, obdélnik
nebo c¢tverec, které jsou charakteristickymi objekty eukleidovské geo-
metrie. Zakony statiky néds nuti respektovat gravitaci. Pritom potfebu-
jeme nejjednodussi geometrické nastroje: olovnici pro vymérovani ver-
tikal, vodovahu pro vymérovani vodorovnych rovin, pasmo pro méreni
délek a thelnik jako etalon pravého thlu. Ten Ize také sestrojit pomoci
pythagorejskych trojic jako (3,4,5) nebo (5,12, 13).

Jens Hoyrup [25] a Jgran Friberg [18] dokladaji, ze takovato , eu-
kleidovska“ geometrie se po mnoha generacich predavala z mistra na
ucednika v prostiredi praktickych matematikt: architekt, staviteli, ze-
staly po nich vyrazné stopy v klinopisnych tabulkach Staré Babylonie
a ovliviiovali i geometrii antického Recka do té miry, Ze z pojmi po-
dobnosti a ¢tverce se stala slova bézného jazyka a byly pochopeny ve
své idealité. Jen tak bylo mozné, Ze nevzdélany otrok z Platénova® dia-
logu Menén [41] védél, co je ¢tverec, a dokdzal ho nahlédnout v jeho
idealité. Teprve to mu umoznilo evidovat, ze ¢tverec nad thloptickou
mé dvojnasobnou plochu.

Kvantitativni vztahy eukleidovské geometrie se pojednavaji v nauce
o pomérech a v trigonometrii — nauce o trojuihelnicich. Zname-li délky
stran trojihelniku, mtizeme z nich vypocitat velikosti jeho hli. Po-
kud zname dvé strany a thel jimi sevieny, muzeme vypocitat tieti
stranu i zbylé dva thly. A zname-li jednu stranu a prilehlé dva thly,
miizeme vypocitat treti thel a ostatni dvé strany. Tyto vypocty jsou
zalozeny na sinové a kosinové vété. Z thla trojuhelniku ale nemtizeme
urcit jeho strany, pouze jejich poméry. Podobné trojuhelniky maji totiz
uhly stejné.

1.2 Sféricka geometrie

V krajinach, ve kterych nenajdeme zadné zachytné orientacni body,
jako jsou pousté ¢i oteviené more, se muzeme orientovat podle Slunce,
Meésice nebo hvézd. Také tyto nebeské itvary ¢i ikazy maji svou identitu,

5 Plat6n (427-347 pred Kristem).
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ktera pretrvava v ¢ase. Apriori neni uplné zfejmé, ze Slunce, které vyslo
dnes, je to samé Slunce, které véera vecer zapadlo. Ale vypada stejné
a pohybuje se (skoro) po stejné dréaze, takze ho za to samé Slunce pova-
zujeme. Podobné prisuzujeme nezaménitelnou individualitu a identitu
Mesici, ktery nejen vychazi a zapada, ale také ubyva az zmizi docela,
aby se po nékolika dnech objevil jako Novy Meésic.

Na rozdil od Slunce a Mésice s jejich charakteristickym vzhledem, se
nam hveézdy jevi jako bezrozmérné body — nejsou pravé ony prototypem
pojmu geometrického bodu? Lisi se od sebe jen svou jasnosti a barvou a
je obtiznéjsi je identifikovat. Na obloze ale vytvareji souhvézdi — stabilni
obrazce, do kterych si promitame anticka bozstva a identifikujeme je
podle tvaru.® Na rozdil od pozemskych orienta¢nich utvart, ke kterym
muzeme pristupovat aktivné, k nebeskym utvarim se vztahujeme pa-
sivné. Nemiizeme k nim dojit a uz vibec ne s nimi hybat. Nevnimame
primo jejich vzdalenost. Vnimame a mérime pouze thly mezi nimi, tj.
uhly paprski, které od nich k nam putuji. Teprve ve dvacatém sto-
leti vedly sofistikované teorie a métici techniky k tomu, ze vzdalenosti
hvézd ¢i galaxii dokdzeme urcovat nebo aspon odhadovat.

No¢ni obloha se béhem noci otac¢i kolem pélu v blizkosti Polarky.
Pfitom se neméni thly mezi jednotlivymi hvézdami.” Noéni obloha se
také méni v pritbéhu roku. Souhvézdi v blizkosti po6lu jsou viditelna cely
rok, jina jen v urc¢itych rocnich obdobich. To vede k pojmu myslené ne-
beské sféry, z niz vidime vzdy jenom c¢ast ohrani¢enou kruznici obzoru.
Pohyb nebeské sféry urcuje jeji vyznacné utvary severniho a jizniho
polu, hlavni kruznice rovniku a polednikt a vedlejsi kruznice rovnobé-
zek. Ty vidét nejsou. Jsou to myslené utvary urcéené otac¢enim nebeské
sféry. Nebeska sféra je prototypem radu a predvidatelnosti. Ve svém
sepéti proménlivosti a stability je vyraznym protikladem k pozemské
(sublunérni) sféte s jeji chaoticnosti a nepredvidatelnosti.

Mezi souhvézdimi nebeské sféry se pohybuji planety — bludné hvézdy.
Nejrychleji se pohybuje Mésic, o néco pomaleji planety Merkur, Venuse

6 Dramaticky je tento aspekt vylicen v dodatku The rainmaker knihy Hermanna
Hesse Magister Ludi [20, str. 413]. Pojednava o domorodém kmeni, ktery se stane
svédkem, dnesnim jazykem receno, meteorického roje. Pro né to ovSem znamena,
ze se borti nebeskd klenba a ze prichazi konec svéta. Pouze Saman, ktery dokéaze
identifikovat souhvézdi, si uvédomdi, ze staré hvézdy na obloze zlustavaji.

7 S vyjimkou hvézd tésné nad obzorem, jejichz paprsky se ldmou v atmosfére.
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a Mars a nejpomaleji vnéjsi planety Jupiter, Saturn, Uran a Neptun.
Pozorovani hvézdné oblohy kratce po setméni a kratce pred svitanim
vede k nahledu, Ze se mezi souhvézdimi pohybuje i Slunce, v jehoz
svitu sice hvézdy nejsou vidét, ale na obloze ziistavaji i ve dne. Roé¢ni
draha Slunce po nebeské sfére je ekliptika. To je dalsi vyznacéna hlavni
kruznice nebeské sféry. Ekliptika protind rovnik v jarnim a podzimnim
bodé. Poledniky pocitané od jarniho bodu spolu s rovnikem a rovno-
bézkami tvori soutfadnou soustavu nebeské sféry. Kazdy jeji bod lze
jednoznacné urcit polednikem a rovnobézkou, které jim prochéazeji —
jeji rektascenzi a deklinaci.

Sférickd geometrie se odehrava na idealni sfére, ve které abstrahu-
jeme od vSech konkrétnich nebeskych tutvari i od nebeskych souradnic.
Nalézaji se na ni jen idealni body a idealni kruznice. Geometrie sféry
se v né¢em podoba geometrii roviny, v nécem se ale 1isi. Analogii pri-
mek jsou na sféfe hlavni kruznice. To jsou priniky sféry s rovinou,
ktera prochézi jejim stfedem. Nejkratsi spojnici dvou bodi sféry je ob-
louk (¢ast) hlavni kruznice. Pokud tyto body nejsou protilehlé, existuje
jedind jejich nejkratsi spojnice. Z obloukt hlavnich kruznic lze sesta-
vovat trojuihelniky nebo mnohothelniky, 1ze mérit jejich délky a thly
mezi nimi i plochy sférickych obrazct.

Sféricka trigonometrie studuje sférické trojuhelniky, jejichz strany
jsou oblouky hlavnich kruznic. Soucet uhla sférického trojihelniku je
vzdy vétsi nez 180 stupni a je tim veétsi, ¢im je vétsi jeho plocha. Také
ve sférické trigonometrii mame sinovou a kosinovou vétu, podle které
miizeme ze tii idaju trojuhelniku vypocitat ostatni t¥i. Na rozdil od
eukleidovské geometrie ale také mizeme vypocitat strany trojihelniku
z jeho uhlu.

1.3 Newtonuv absolutni prostor a cas

Tychonova® supernova z roku 1572 a Keplerova® supernova z roku 1604
pomohly rozbit piedstavu neménné hvézdné sféry.!® Giordano Bruno

8 Tycho Brahe (1546-1601).

9 Johannes Kepler (1571-1630).

10V antice predstava nebeské sféry vseobecné piijimana nebyla. Ve stfedoveké
Evropé byla piijata zejména pod vlivem Tomése Akvinského (1225-1274).
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(1548-1600) si jiz predstavuje nekone¢ny vesmirny prostor, ve kterém
je nekoneény pocet hvézd. Z této predstavy vychazi Newtoniv'! neko-
ne¢ny absolutni prostor.'?

Ten je fixovan vzdalenymi hvézdami, které se chapou jako nehybné.
Vyznamnym pevnym bodem tohoto prostoru je tézisté sluneéni sou-
stavy. Okolo né¢j krouzi vSechny planety, a dokonce i Slunce, i kdyz
tézisté slunecni soustavy uvnitt Slunce stale zustava. Newtonovy pohy-
bové zakony a Newtontv gravitacni zdkon jednoznacné urcuji pohyby
vSech téles (nebo spise vSech hmotnych bodi), které se v absolutnim
prostoru nachazeji.

Absolutni prostor ma prirozenou kartézskou souradnou soustavu,
stavy jsou ty, které se vzhledem k abolutnimu prostoru pohybuji pti-
mocafe a rovnomérné a neotaci se. Newton ukazuje, ze v inercidlnich
soustavach plati stejné zakony mechaniky jako v absolutnim prostoru.

Vviev

newtonovsky prostor je homogenni a izotropni.

1.4 Projektivni geometrie

Sférické geometrii se v nécem podoba projektivni geometrie, ktera se od-
vozuje od pohledu malife na kreslenou scénu. Tak jako hvézdar pozoruje
uhly mezi hvézdami, malif krajinou neprochazi, ale pozoruje ji z jednoho
mista a vnima pouze ihly, pod kterymi krajinné atvary vidi. Tyto troj-
rozmérné utvary promita na rovinné platno. Jedné-li se o malbu nepfi-
lis zvlnéné krajiny, dostavame geometricky jednodussi situaci prumétu
jedné roviny na druhou. V kontextu eukleidovské geometrie chdpeme
malovanou krajinu i platno jako nekonecnou rovinu. Projektivni geo-
metrie dopliuje eukleidovskou rovinu o nevlastni body v nekonecnu,
ve kterych se protinaji rovnobézné primky. Timto doplnénim vznika
z eukleidovské roviny projektivni rovina. Na kazdé jeji piimce je je-
den nevlastni bod v nekonecnu, v obou smérech stejny, ktery z ni déla

1 Tsaac Newton (1642-1727).

12 Pozndmka recenzenta (PK): ,, Pfidand hodnota“ absolutniho prostoru oproti
geometrickému eukleidovskému prostoru je ,,pojem klidu“. Ten dava zaklad pro dy-
namiku newtonovské fyziky. Absolutni protor tak presahuje zakladni geometrickou
koncepci.
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utvar topologicky ekvivalentni kruznici. Geometrie projektivni roviny
je jednodussi nez geometrie eukleidovské roviny. V projektivni geome-
trii plati nejen, ze kazdé dva rtzné body urcuji jedinou primku, na
které oba lezi, ale také se kazdé dvé rtzné primky protinaji v jediném
bodé. Pti projekcich se nezachovavaji vzdalenosti ani ihly. Proto se té-
mito pojmy projektivni geometrie nezabyva. Pifimky se ale zobrazuji na
primky, kuzelosecky se zobrazuji na kuzelosecky a zachovava se vztah
incidence. Misto metriky se v projektivni geometrii studuje dvojpomeér.
To je metricky invariant ¢tyf bodu na primce, ktery se pri projekcich
zachovava.

V Erlangenském programu Felixe Kleina (1849-1925) ma projek-
tivni geometrie specifické postaveni jako zaklad geometrii vSech ho-
mogennich prostort: afinniho, eukleidovského, hyperbolického i eliptic-
kého. Homogenni prostory jsou ,, vSude stejné“. Jsou charakterizovany
vlastnosti, ze geometrické utvary se v nich mohou pohybovat, aniz by
ménily sviij tvar, tj. aniz by se ménily vzdalenosti jejich bodi.

1.5 Neeukleidovské geometrie

Paty Eukleidtiv axiom o rovnobézkach byl jiz od antiky pfijiman s roz-
paky. Zdalo se, ze je nadbytecny, a proto se ho mnoho matematiki
pokouselo dokazat z ostatnich axiomt. Nejslibnéjsi pokus o takovy di-
kaz se vede sporem. Predpoklada se, ze plati jeho negace, a odvozuji se
jeji dusledky, aby se nakonec dospélo k logickému sporu. Rizni mate-
matici tak odvodili mnohé paradoxni dusledky, ale zadny spor.
Zacatkem devatenactého stoleti Carl Friedrich Gauss (1777-1855),
Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij (1792-1856) a Janos Bolyai (1802-1860)
dospéli k nahledu, ze negace patého axiomu ke sporu nevede a ze jeji di-
sledky tvofi podivuhodny svét neeukleidovské hyperbolické geometrie.
V ni 1ze kazdym bodem vést nekonecné mnoho rovnobézek k ptrimce,
ktera timto bodem neprochazi. Hyperbolickd geometrie vykazuje po-
zoruhodnou symetrii se sférickou geometrii. Tam, kde ve sférické tri-
gonometrii vystupuji goniometrické funkce sinus a kosinus, v hyper-
bolické geometrii vystupuji funkce hyperbolicky sinus a hyperbolicky
kosinus odvozené z exponencialy. Hyperbolickd geometrie ale neméla
oporu v nazoru. Na rozdil od sférické a projektivni geometrie nebyla



20 KAPITOLA 1. FENOMEN PROSTORU

k dispozici zadnd idedlni hyperbolicka rovina, na které by bylo mozné
véty hyperbolické geometrie evidovat. Diikazy jejich vét byly zalozeny
pouze na logice a vypoctech.

To se zménilo v druhé poloviné devatenactého stoleti, kdy Felix
Klein, Eugenio Beltrami (1835-1900) a Henri Poincaré (1854-1912)
predlozili modely hyperbolické geometrie uvnitt eukleidovské geomet-
rie. Ukazali tak, ze hyperbolickd geometrie je bezespornd, a stvorili
idedlni geometricky prostor, na kterém lze véty hyperbolické geometrie
evidovat. Soucasné se s tim ale oslabila vazba geometrie na prirozeny
svét.

Mezitim objevil Bernhard Riemann (1826-1866) eliptickou geomet-
rii jako druhou neeukleidovskou geometrii. V ni zadné rovnobézky nejsou.
Kazdé dvé rizné primky se protinaji. Elipticka geometrie unikla pozor-
nosti objevitel hyperbolické geometrie, protoze jeji primky jsou do
sebe uzaviené podobné jako kruznice. Riemann si ale uvédomil, ze je-
jich klicova vlastnost, na které lze vybudovat eliptickou geometrii, je
neomezenost. Pri jejich prochézeni na zadnou mez nenarazime.

1.6 (Gaussova geometrie ploch

V souvislosti s rozvojem diferencialniho poc¢tu se v novoveku zacaly stu-
dovat rovinné a prostorové krivky vnorené do trojrozmérného prostoru.
Pomoci integralniho poctu lze urcovat jejich délku. Tvar rovinné kiivky
plné charakterizuje jeji kiivost. To je prfevracend hodnota poloméru jeji
oskula¢ni kruznice, ktera se ke kiivce v daném bodé nejtésnéji primyka.
Podél krivky se jeji kiivost muze meénit. Je-li stala, jedna se o kruznici.
Prostorové kiivky kromé krivosti charakterizuje jesté torze, tj. rychlost
otaceni roviny jeji oskulac¢ni kruznice.

Studuji se také dvourozmérné plochy vnorené do trojrozmérného
prostoru. Jejich geometrie nemusi byt ani homogenni, ani izotropni. Vy-
raznou geometrickou charakteristikou je krivost plochy v daném bodé
charakterizovana ktivosti kiivek, které timto bodem prochézeji. Soucin
nejmensi a nejvétsi z téchto krivosti se nazyva Gaussova kiivost. Na
sféfe nebo na vrcholu hory je Gaussova kfivost kladné: vsechny kiivky
prochazejici takovym bodem se ohybaji na stejnou stranu. Na povrchu
zvonu nebo na horském sedle je Gaussova kiivost zaporna. Krivky pro-
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chézejici danym bodem se ohybaji na rizné strany. Vyznamnym a pte-
kvapivym vysledkem teorie ploch je Gaussova Teoréma egregium
(pozoruhodny teorém), ktery fika, ze Gaussova kiivost plochy nezavisi
na tom, jak je tato plocha vnorena do trojrozmérného prostoru, ale
jen na meérenich, ktera lze provadét uvniti ni. Predstavu méteni uvnitrt
dvourozmérné plochy zpopularizoval Edwin A. Abbott (1838-1926) ve
své knize Flatland. A Romance in Many Dimensions [1] z roku 1884.
Pojednava o bytostech, které ziji a pohybuji se v dvourozmérném svété.

Vyznamné jsou plochy s konstantni Gaussovou kiivosti, protoze
jsou, podobné jako eukleidovska rovina, homogenni a izotropni. Jejich
lokalni geometrie je vsude stejnéd a geometrické ttvary se na nich mohou
posouvat, aniz by ménily svij tvar. Nejjednodussi plocha s konstantni
nulovou Gaussovou ktivosti je eukleidovska rovina, je ji ale i povrch
valce. Nejjednodussi plocha s konstantni kladnou krivosti je sféra. Exis-
tuje také plocha s konstantni zapornou ktivosti, ktera se nazyva pseu-
dosféra.

1.7 Riemannova geometrie

Paradigmaticky posun v geometrii uskutecnil Bernhard Riemann tim,
ze geometrii ploch odpoutal od vnoreni do trojrozmérného prostoru.
Navazuje pritom na Gausse, ktery tento posun anticipoval svou Teo-
rémou egregium. Riemannova geometrie je zaloZzena na metrickém ten-
zoru, ktery stanovuje délky infinitesimalnich tec¢nych vektort. Diky
nému lze urcovat délky krivek, tihly, které spolu sviraji i plosny ob-
sah geometrickych ttvari. Analogii primek jsou v Riemannové geomet-
rii geodetiky — nejkratsi spojnice bodt. Pozdéji Riemannovu geometrii
podstatnym zptsobem doplnil Tullio Levi-Civita (1873-1941) pojmy
afinni konexe a rovnobézného posunu vektori. Tyto pojmy vedly k né-
hledu, ze geodetiky jsou nejen nejkratsi spojnice svych krajnich bodi,
ale také krivky, které neméni sviij smeér.

V Riemannové geometrii lze studovat i plochy s konstantni kiivosti,
které nelze vnorit do trojrozmérného prostoru a které jsou modely ne-
eukleidovskych geometrii. V nich plati vSechny Eukleidovy postuldty
kromé patého postulatu o rovnobézkach. Plocha s konstantni zapornou
krivosti je model hyperbolické geometrie. V ni lze danym bodem vést
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k dané primce nejen jednu, ale nekonecny pocet rovnobézek. Plocha
s kladnou konstantni ktivosti je model eliptické geometrie. V ni zadné
rovnobézky nejsou. Jeji metricky tenzor je odvozen ze sférické geomet-
rie. Neodehrava se ale na sféfe, ale na projektivni roviné.

Riemannovu geometrii 1ze rozvijet v libovolné konecné dimenzi a s ma-
Iymi modifikacemi i v ¢tyfrozmérném prostorocase. Je na ni zaloZena
Einsteinova obecné teorie relativity.

1.8 Einsteintv prostorocas

Newtonuv absolutni prostor byl opustén pod tlakem experimentalni
evidence, ze rychlost svétla je stejnd ve vsSech inercidlnich soustavach
(které se navzdjem pohybuji rovnomérné a piimocate). Druhym im-
pulsem byly Maxwellovy!? rovnice, které popisuji sifeni svétla a obec-
néjsich elektromagnetickych vin. Tyto rovnice nejsou invariantni vici
Galileové!* transformaci, ktera vyjadiuje ekvivalenci inercidlnich sou-
stav Newtonova absolutniho prostoru. Jsou ale invariantni vici Lo-
rentzové!'® transformaci, kterd nezachovava ani absolutni prostor, ani
absolutni cas. Albert Einstein (1879-1955) dospél k ndhledu, Ze ¢as ani
prostor nejsou absolutni, ale jsou relativni vzhledem k danému inercial-
nimu pozorovateli. Pro rizné inercialni pozorovatele probiha c¢as rtizné
a meéreni vzdéalenosti davéa rizné vysledky. Hermann Minkowski (1864
1909) zavedl pojem prostorocasu, ktery spojuje ¢as a prostor do jediné
geometrické struktury. V Einsteinové obecné teorii relativity je geomet-
rie prostorocasu urcena rozlozenim hmoty a energie a toto rozlozeni je
zpétné urc¢ovano geometrii prostorocasu.

Astronomické objevy dvacatého stoleti vedly k rozepnuti vesmiru do
zavratnych hlubin a dalek. Byly ur¢eny pozice a pohyby hvézd nasi ga-
laxie Mlécné drahy a kromé Mlééné drahy byly identifikovany miliardy
jinych galaxii. Také ty se navzajem pohybuji. Jejich vzajemné pohyby
jiz nelze popsat newtonovskou dynamikou, ale vystihuje je Einsteinova
obecnd teorie relativity.

13 James Clark Maxwell (1831-1879).
14 Galileo Galilei (1564-1642).
15 Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928).



Kapitola 2

Eukleidovska geometrie

2.1 Eukleidovy Zdklady

Eukleidovy Zaklady jsou nejvyznamnéjsim textem matematiky helénis-
tického stfedomori, ktery se nam dochoval. Byly napsany v Alexandrii
ve tretim stoleti pred Kristem a sestavaji ze trinacti knih, které pojed-
navaji o planimetrii, teorii ¢isel a stereometrii. Zdklady pravdépodobné
zahrnuji starsi material z pojednani, ktera jsou dnes jiz ztracena. Druha
kniha saha svymi kofeny az ke starobabylonské matematice s jejim nej-
vétsim rozkvétem v obdobi 2000 az 1600 pred Kristem (viz Friberg
[18]). Pata kniha je pfipisovana Eudoxovi (asi 408-355 pred Kristem)
a desatd Theaitétovi (asi 417-369 pred Kristem). Zdklady pojednévaji
o konstrukcich geometrickych tutvari kruzitkem a pravitkem a o vlast-
nostech takto sestrojenych tutvaru. Tato technika mohla slouzit podobné
jako analogovy pocitac:

Kazdy problém tykajici se spojitych veli¢in byl preveden do
geometrického jazyka. Data byla reprezentovana délkami
tise¢ek. Resenfm byla geometricka konstrukce tsecky, jejiz
délka predstavovala hledanou veli¢inu a ta byla zméfena.
Nastroje pouzivané v geometrickych konstrukcich byly pre-
devsim kruzitko a pravitko, které tak byly nejen kreslici, ale
také vypocetni nastroje (Russo [45, str. 41]).

Eukleidovska rovinna geometrie pojednava o idealni roviné, jejimz
predobrazem muze byt hladina jezera nebo deska stolu. Idealni euk-
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leidovska rovina je idealné hladka bez vyvysSenin a prohlubni a roz-
prostira se do nekonecna. Je homogenni a izotropni: je vSude stejna,
nejsou v ni zddnd vyznacna mista ani zadné vyznacné sméry. V této
idealni roviné mohou byt umistény idedlni geometrické utvary, jako jsou
body, primky, poloptimky, tsecky, uhly, trojihelniky nebo mnohothel-
niky. Idealitu téchto rovinnych utvart priblizuji vymeéry (definice) prvni
knihy Zadkladu:

Definice

Bod je to, co k nema zadnou c¢ést.
Cdra je délka bez sifky.

Hranice ¢ary jsou body.

e s

Primd cdra je ta, kterd je vac¢i bodim na ni lezicim umisténa
stejné.
Plocha je to, co ma pouze délku a sirku.

o> o

. Hranice plochy jsou c¢ary.
7. Rovinnd plocha je ta, kterd je vii¢i primym na ni lezicim umisténa
stejné.
8. Rovinny thel je vzajemny sklon dvou car, které se navzajem sty-
kaji v roviné a které nelezi v jedné primé.
9. Kdyz jsou ¢ary svirajici thel piimé, nazyva se tento uhel primo-
cary.t
10. Kdyz prima, kterd je postavena na primou, vytvari navzajem
stejné velké sousedni thly, je kazdy z téchto stejné velkych thla

pravy a postavend piima se nazyva kolmd na tu, na kterou byla
postavena (Eukleidés [17, str. 111]).

Dalsi jsou definice kruznice a kruhu, riznych druht trojihelniki, rov-
nobézniki a nakonec rovnobézek jako , primych car, které, prodlouzi-li
se do nekonec¢na, nikde se neprotnou®.

S idealnimi geometrickymi utvary pracuje jiz starobabylonskd ma-
tematika, i kdyz v ni jsou tyto utvary vzdy konkrétni s konkrétnimi
velikostmi. Co je vSsak u Eukleida nové, je jeho axiomatickd metoda.

! Na rozdil od tihlu kiivo¢arého, ktery tvoii naptiklad dotykajici se kruznice.
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Nékteré vztahy mezi rovinnymi ttvary nahlizime jako evidentni — evi-
dujeme je, pokud je dokazeme nahlizet v jejich idealité. Jiné vztahy
takto evidentni nejsou, ale mohou byt privedeny k evidenci bud dopl-
nénim o dalsi vztahy, nebo logickymi argumenty (viz Vopénka [55]).
V' Zdikladech jsou nékteré evidentni vztahy prohlaseny za axiomy, ze
kterych se ostatni vztahy odvozuji. Logicka struktura Zdkladi se odviji
od postulati (axiomu) a zésad (obecnych principti), které jsou uvedeny
na zacatku prvni knihy.

Postulaty

1. Necht se pozaduje vést primou ¢aru z kazdého bodu do kazdého

bodu.

A omezenou primou ¢aru souvisle prodlouzit pfimym smérem.
A pro kazdy stied a kazdy rozestup narysovat kruh.

A aby si vSechny pravé uhly byly navzajem rovny.

Gt

A jestlize néjaké dvé primé protne jind prima tak, ze vytvori na
jedné strané vnitini hly mensi nez dva pravé, pak aby se tyto
primé, budou-li prodlouzeny do nekonecna, setkaly na té strané,
na které jsou thly mensi nez dva pravé (Eukleidés [17, str. 115]).

B

Ol

|

Obréazek 2.1: Paty Eukleiduv postuldt: o + 8 < 180°.

Zatimco prvni tfi postulaty jsou konstrukce, tj. navody na sestro-
jeni urc¢itych utvart, ¢tvrty a paty postulat vyjadruji urcité vlastnosti
geometrickych ttvart. Ctvrty postulat vyjadiuje izotropii eukleidovské
roviny. Nezalezi na tom, kde jsou pravé uhly umistény a jak jsou nato-
ceny. Vzdy je lze prenést tak, aby se kryly. Paty postulat (obr. 2.1) je
pozoruhodny tim, ze mluvi o nekonecnu.
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Obecné principy

Co se rovnd témuz, rovna se i navzajem.

. A jestlize se ke stejné velkym vécem pridaji stejné velké véci, pak

se celky rovnaji.

. A jestlize se od stejné velkych véci odeberou stejné velké véci, pak

se zbytky rovnaji.

A jestlize se k nestejné velkym vécem pridaji stejné velké véci,
pak se celky nerovnaji.

A dvojnésobky téhoz se navzajem rovnaji.

A poloviny téhoz se navzajem rovnaji.

A co se navzajem prekryva, navzajem se rovna.

A celek je vétsi nez cast.

A dveé pfimé ¢ary nesviraji plochu (Eukleidés [17, str. 117]).

Také v dalsim textu Zdkladi se rozlisuji konstrukce, coz jsou navody,

jak sestrojit urcity geometricky ttvar, a tvrzeni (teorémy), ve kterych se

vyslovuji a dokazuji jejich vlastnosti. Diikazy téchto vét jsou zalozeny
nejen na vyslovenych postulatech a obecnych principech, ale také na
vlastnostech intuitivné zfejmych z nazoru. Vyjasnovani téchto nevyslo-
venych predpokladii sehralo v historii geometrie diilezitou roli. Uvedme
si nekolik vét z prvni knihy Zdkladu, ve kterych lze tyto nevyslovené
predpoklady odhalit. Véty uvadime v prekladu Richarda Maska nebo
Frantiska Servita, jejich dikazy zestrucnujeme.

/A\ G B e
a

A B, G

Obrazek 2.2: Véta .1 (vlevo) a 1.4 (vpravo) prvni knihy Zdkladi.

Véta 2.1 (Eukleidova 1.1) Nad danou omezenou primkou sestrojit

rovnostranny trojuhelnik (Eukleidés [17, str. 119]).
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Dikaz: Pro danou tsecku AB sestrojime kruznici se stifedem A, ktera
prochazi bodem B, a kruznici se sttedem B, ktera prochazi bodem A.
Tyto kruznice se protinaji ve dvou bodech C; a Cs. Oba trojthelniky
NABC) i AABC, jsou rovnostranné (obr. 2.2 vlevo). QED?

Existence bodi C7, Cs ale neni samoziejmé. Plyne teprve z principu
spojitosti. Cary jako primky ¢i kruznice jsou spojité, nejsou v nich
mezery, a teprve proto existuji jejich pruseciky.

Véta 2.2 (Eukleidova 1.4) Jestlize dva trojuhelniky budou mit dve
strany rovny dvéma strandm, jednu jedné a druhou druhé, a i oba uhly
sevrené témito stejne velkymi primymi budou stejné velké, pak budou
mit 1 zakladnu rovnou zdakladné a trojihelnik se bude rovnat trojuhelniku

a zbyvajici uhly proti stejne velkym strandm se budou rovnat zbjvajicim
thlim, jeden jednomu a druhy druhému (Eukleidés [17, str. 119]).

Dikaz: Necht AA;BC7 a AA;ByCy jsou trojuhelniky, pro které plati
AlBl = AQBQ, A101 = AQOQ, ZBlAIC’l = ZBQAQOQ (ObI’. 2.2 Vpravo).
To znamena, ze odpovidajici si strany trojihelniki jsou kongruentni,
tj. maji stejnou délku, a také jimi seviené 1ihly jsou kongruentni. Pak
lze AAyB>Cy prenést tak, aby tsecka AsBs splynula s tseckou A B
a aby thel ZByA5Cy splynul s tthlem /By A;C;. Pak také tsecka A5Co
splyne s useckou A;C] a usecka ByCy splyne s useckou B;C, takze tyto
trojuhelniky maji stejné velké odpovidajici si strany i thly. QED

Zde je nevyslovenym predpokladem moznost prendseni, ¢i pohybu
geometrickych ttvart, pii kterém se neméni jejich tvar.3

Véta 2.3 (Eukleidova 1.16) V kazdém trojuhelniku, jehoZ jedna strana
se prodlouZi, vnejsi uhel vétsi jest neZ kterykoliv protéjsi uhel vnitrni
(Eukleidés [16, str. 10]).

Dikaz: Stranu BC' trojihelniku ABC' (obr. 2.3 vlevo) prodlouzime do
bodu D. Sestrojime stred E usecky AC a usecku BFE prodlouzime do
bodu F tak, ze BE = EF. Pak trojuhelniky AAEB, ACFEF jsou
podle véty 2.2 shodné, takze /BAC = /FCFE < ZACD. Podobné se
ukéze, ze /ABC < /BCG = ZACD. QED

2 Quod erat demonstrandum (coz se mélo dokézat) zna¢i konec ditkazu.
3 To je charakteristickd vlastnost homogennich geometrii kapitoly 6.
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A F /E
A G B
E / Sk

C H D
B C\g P F/

Obrazek 2.3: Véta 1.16 (vlevo) a rovnobézky (vpravo).

Zde je ZFCFE < ZACD ziejmé z nazoru, ale chybi pro to logické
argumenty. Na zpochybnéni této véty je zalozena eliptickda geometrie
(viz odstavec 3.4).

Véta 2.4 (Eukleidova 1.17) V kazdém trojihelniku soucet kteriyjch-
koli dvou dhli jest mensi dvou pravich (Eukleidés [16, str. 10]).

Diikaz: /BAC + /ACB < /ACD + /ACB = 180° (obr. 2.3 vlevo).
QED

Dalsi téma prvni knihy Zdkladi jsou rovnobézky, tj. dvojice tisecek,
jejichz zadna prodlouzeni se neprotinaji. Necht AB, C'D a EF jsou
tsecky (obr. 2.3 vpravo) s pruseciky G = (AB)(EF), H = (CD)(EF).

Véta 2.5 (Eukleidova 1.27) Kdyz primka protinajic primky dvé tvori
stridavé uhly navzajem stejné, budou ty primky navzdjem rovnobézné
(Eukleidés [16, str. 15]).

Dtikaz: Podle predpokladu je ZAGH = ZGHD. Kdyby primky AB,
C' D nebyly rovnobézné, protinaly by se v né¢jakém bodé K a v trojihel-
niku AHGK by se vnéjsi ihel ZAGH rovnal vnitinimu thlu ZGHK,
coz je ve sporu s vétou 2.3 (Eukleidova 1.16).

Véta 2.6 (Eukleidova 1.29) Primka protinajic rovnobézky tvori stri-
davé uhly navzdajem stejné a uhel vnéjsi vnitrnimu protéjsimu rovny
a vnitrni na téZe strané dvéma pravym rovny (Eukleidés [16, str. 16]).

Ditkaz: Neni-li ZAGH = ZGHD, pak jeden z nich, naptiklad ZGHD
je mensi. Pak ale /GHD+ /HGB < ZAGH + ZHGB = 180° a podle
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patého postulatu se poloptimky GB a HD protinaji v néjakém bodé
K. To je ale ve sporu s predpokladem jejich rovnobéznosti. QED

V tomto dikazu Eukleidés poprvé pouzije paty postulat. Z veét
2.5 a 2.6 plyne, ze vztah rovnobéznosti je tranzitivni. Je-li AB||C'D
a CD|EF, pak také AB||EF (Eukleidova véta 1.30). Véta 1.31 je kon-
strukce rovnobézky k dané tsecce prochazejici danym bodem, ktery na
dané tsecce nelezi. A z toho jiz plyne, Zze soucet thla trojuhelniku je
roven dvéma pravym (Véta 1.32, obr. 2.4 vlevo nahote). To je priklad
tvrzeni, které jen z nazoru samotného trojihelniku zrejmé neni. Stane
se zrejmym teprve kdyz bodem C' vedeme rovnobézku ke strané AB.
V tom se lisi od nékterych predchazejicich vét, které z nazoru zirejmé
jsou. Petr Vopénka [55] rozlisuje geometrickd tvrzeni, kterd lze piimo
evidovat nazorem, od téch, jejichz diikkazy poskytuji navod na privadéni
k evidenci a od téch, jejichz dikazy se nespoléhaji na evidenci, ale na
rozum a logiku.
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Obrazek 2.4: Soucet thla trojuhelniku (vlevo nahofe), obsah trojihel-
niku (vlevo dole) a Pythagorova véta (vpravo).

Teorie rovnobézek je dale pouzita k urcovani plosnych obsahii ro-
vinnych utvara. Véta 1.37 (Eukleidés [16, str. 20]) fika, ze ,trojihel-
niky na téze zédkladné mezi tymiz rovnobézkami jsou si rovny*, tj. maji
stejny plosny obsah (obr. 2.4 vlevo dole): Trojihelnik AABC mé stejny
plosny obsah jako AABD. A ten je polovinou obsahu rovnobézniku



