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/1/
Uvod

Regeni tloh je jednou z hlavnich n4plni vyuky matematiky na zakladni a stied-
ni $kole. Nékteti zaci jsou tspésni témét vzdy, jini zase skoro nikdy, nékomu
vyhovuji pouze ulohy, ve kterych se procvic¢uji nauc¢ené algoritmy, jinému zase
urc¢ité téma. Pro mnoho zakt jsou zakletym tématem geometrické konstruk¢-
ni tlohy, jini zase tdpou v tlohach vyZzadujicich zdkladni kombinatorické tva-
hy. Popsat predpoklady zaka k ispésnému feSeni matematickych tloh je tedy
velice tézky a komplexni tikol. A pokusit se je zjistit u konkrétniho Zdka, navic
relativné rychle a bez pouZiti jinych odbornosti, jako je napt. psychologie, zni
prinejmensim troufale. Piesto se v knize, kterou drzite v ruce, o konstrukci
diagnostického nastroje, ktery pravé tyto predpoklady zéka zjistuje, pokusime.

Smysl tento tkol ma - na rozdil od nestabilnich charakteristik jedince,
jako naptiklad emoci ¢i pozornosti, kolisd mira matematického vykonu
a schopnosti se matematice udit v ¢ase méné (Cigler, 2018; Nuutila et al.,
2018; Roick & Ringeisen, 2018), a ma tedy vyznam piedpoklady Zaka! k uspés-

1 Vcelé publikaci pouzivame oznadeni zak ve smyslu pedagogické kategorie, tj. oznacujeme tak
zékyné i zaky. Terminem uditel pak oznadujeme profesni skupinuy, tj. oznadujeme tak uditelky
a uditele. Analogicky pak pro dalsi kategorie, jako je napi. experimentator atp.
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nému teseni tloh ve vyucovacim procesu zjistovat. V minulosti byly podobné
zamery cileny ptedevsim na vyhledavani matematicky nadanych zakua (napi.
Wagner & Zimmermann, 1986; Niederer et al., 2003). To nasim cilem neni.
Zjistovat predpoklady zakt k ispésSnému reseni iloh chceme u v8ech zakd,
a to s cilem pomoci uéiteli odstranit pirekazky, které zaktim brani v ispé$ném
feSeni uloh.

Publikace pfinasi uceleny popis vyzkumu provedeného v rdmci projektu
Technologické agentury Ceské republiky Diagnostika pri¢in netispéchu #dka pri
reSeni uloh z matematiky a ndvrh opatient k jejich odstranéni realizovaného na
Prirodovédecké fakulté Univerzity Jana Evangelisty Purkyné v Usti nad Labem
v letech 2019-2022.

Monografie obsahuje celkem sedm kapitol, které po ivodu a vymezeni
teoretickych vychodisek piinasi piehled osmi charakteristik (tzv. kompo-
nent) struktury popisujicich ptedpoklady zaka k e$eni uloh v matematice:
matematicka citlivost, matematickd tvorivost, ¢tendr'skd gramotnost, poctdiskad
dovednost, pracovni pamét, tendence k uZiti algoritmu, sebeposouzeni a moti-
vace k uc¢eni se matematice. Popsan je jak davod jejich zarazeni do vytvorené
struktury, tak operacionalizace jejich diagnostiky. Hlavnim vystupem projektu
je totiz certifikovana diagnosticka sada (ur¢ena pro 8. ¢i 9. ro¢nik zaklad-
nich kol a odpovidajici ro¢niky viceletych gymnazii), ktera ugiteli umozni
stanovit miru vySe uvedenych charakteristik u jejich rtiznych proménnych
(zadani testu diagnostické sady je ptilohou této monografie). Tyto hodnoty
mohou byt vhimany jako vychodiska pro pfijeti ur¢itych opatieni, ktera by
mela vést ke zlepSeni tispéSnosti zadka v FeSeni matematickych tloh. Navrhy
téchto opatteni realizovatelnych v bézné uditelské praxi pak popisuje Sesta
kapitola monografie, jiZ ovéem piedchazi podrobny popis metodologie celého
vyzkumu, a ptedev$im jeho vysledkt véetné interpretace.

Teoreticka vychodiska pro formulaci struktury, ktera popisuje predpokla-
dy z&ka k reseni uloh, jsme ¢erpali piredevsim ze zavérn vysledka zdkladniho
vyzkumu uskute¢néného v ramci projektu Grantové agentury Ceské republi-
ky Rozvijeni kultury feseni matematickyjch problémii ve skolské praxi z let 2012-
2014. Zde byla formulovéna tehdy &tyiprvkova struktura zahrnujici obecnou
inteligenci, ¢tenatrskou gramotnost, tvorivost a schopnost vyuzivat stavajici
znalosti v matematice. Popsana je napt. v (Eisenmann et al., 2015), kde je pro
ni i zaveden nazev Culture of problem solving (CPS). Tento néazev a zkratku
budeme i nadéle pouZivat pro oznaceni struktury, kterd popisuje ptedpoklady
zéka k teSeni uloh. Proces zmény a obohaceni ptvodni struktury CPS o vy$e
jiz zminéné nové komponenty popisujici i metakognitivni dovednosti bude
v knize déle zdivodnén a popsan.

Multioborovost zkoumané problematiky koresponduje se sloZenim
autorského kolektivu, ktery sestavd z didaktikt matematiky, statistikli
a psychologa.

Kniha je ur¢ena nejen vyzkumnikim v oblasti didaktiky matematiky
a pracovniktim vysokych $kol ptipravujici budouci uditele, ale i samotnym
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ucitelim a studenttim ucitelstvi matematiky. Jednotlivé kapitoly jsou ptiro-
zené pomerne Uzce provazany, Zzddnou z nich tedy nelze ¢ist samostatné bez

opory o nékteré jiné. Kniha je zakonéena nékolika prilohami a seznamem
elektronickych ptiloh.
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/2/
Uloha a proces jejiho reseni

V ramci této kapitoly piedstavujeme vychodiska, o ktera jsme se pti vyvoji
diagnostické sady opirali. ProtoZe se zabyvame Zadkovymi dispozicemi k eSeni
matematickych tloh, predklddame svoje vymezeni matematické dlohy a také
nabizime urcity pohled na proces jejiho reseni.

P popisu Zzadka z pohledu jeho predpokladi k reSeni uloh se dotykame
dvou zakladnich oblasti, a to kognitivni a metakognitivni. V ramci kazdé
z nich 1ze nahliZet na proces feSeni ulohy svébytnym zptisobem. V ramci kaz-
dé z téchto oblasti také sledujeme urcité proménné, o kterych se domnivame,
Ze se primo dotykaji zakovy dovednosti fe$it matematické tlohy. Nicméné,
chceme-li zlepsit Zzdkovu dovednost fesit tlohy, je zapotiebi se zamétit nejen
na jeho dispozice, ale také na samotny proces feseni tilohy a uvédomit si, kdy
jsou jednotlivé kroky re$eni procesu zavislé na zminénych proménnych. Tim
ziskdme urc¢itou ptedstavuy, ve které fazi procesu re$eni ulohy 74k je, a jak na
z&ka ptlisobit, aby vznikl potencidl dosdhnout poZzadované zmény.

Vétime, Ze vhodnym propojenim niZe ptedstavenych modelt procesu rese-
ni tlohy vznikd model, ktery propojuje obé oblasti - kognitivni i metakognitiv-
ni - z hlediska procesu teseni tlohy do jednoho organického celku. V prvnim
piipadé jde o pohled ,z vnéjsku“ na proces fe$eni tulohy, v naSem prostiedi
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bychom jej mohli oznadit za pohled ucitele, a ve druhém ptipadé jde o pohled

»zevnitt*, ktery bychom mohli oznadit za pohled Zaka.

2.1 MATEMATICKA ULOHA

Matematicka uloha je do zna¢né miry obecny pojem, jehoZ vymezeni zavisi
na zameéru, s jakym k tloham ptistupujeme. V nasi praci se zamérujeme na
takové matematické ulohy, se kterymi se Zaci béZzné setkavaji ve vyuce mate-
matiky. I pfesto je to v8ak velmi bohatd mnozina, jiZ se fada autord snazi
strukturovat a popsat ji v zavislosti napt. na moznych komponentach samotné
ulohy nebo v zavislosti na mife autonomnosti fesitele pii jejim reseni.

Napt. Kopka (1999) a Kutina (2011), ktery vychazi z Vy$ina (1972), uvadéiji
tii do zna¢né miry podobné kategorie tloh zohlednujici pozici resitele:

- rutinni tloha (cvi¢eni) - jde o ulohu, kde je tesiteli piedem znam postup,

pripadné je pozadovany postup primo souéasti zadani;

« nerutinni tloha, kde resitel kombinuje vice algoritm;

+ problémova uloha - jde o tlohu, kde postup reseni neni resiteli znam,

a proto vyZaduje tvorivy pristup.

V na$i studii uvazujeme o vSech typech matematickych tloh, tedy jak
o0 tlohach, kde by postup mél byt Zdkovi znamy, tak o tlohach, které vyzaduji
jeho tvliréi pristup. V nasledujicim textu budeme slovo tloha pouZivat v tomto
8irSim vyznamu.

U samotnych tloh pak mzeme nachdazet uréité slozky ¢i vnitini strukturuy,
ktera je patrna bez ohledu na obsahové zaméteni ¢i obtiZznost tlohy. Mare$
(1980) na zakladé praci L. M. Fridmana uvadi ¢tyti sloZzky ulohy: (a) predmét-
nou (vécnou) oblast danou objekty, o nichZ tiloha pojednava; (b) vztahy mezi
témito objekty; (c) poZadavky a instrukce o cili, resp. otazku a (d) operator, tj.
posloupnosti operaci, jez je tieba vykonat.

Z hlediska pozadovaného tikonu zaka lze najit typologii tloh napi.
u Polyi (2004), ktery rozliduje ulohy (a) pocetni; (b) konstrukéni; (c) uréovaci
a (d) dtikazové. Kutina (2011) upiesiiuje, Ze typ tlohy je dan ,signalnim slo-
vem* a ptidavéa kategorii (e) rozhodovaci.

Pozornost miZzeme zaméfit také na samotné zadani. V béZném vyukovém
procesu se nasi zaci setkavaji s ilohami, které maji nejriznéjsi formu zada-
ni. Jde jednak o ulohy aplika¢ni (také redlné ¢&i praktické) a tlohy ryze mate-
matické (Polya, 20042; Fridman & Tureckij, 1989). Hejny et al. (1990), resp.
Fridman a Tureckij (1989) rozli$uji mezi ilohou standardni, ktera je uvozena
jednoznac¢nou vyzvou (napt. feste rovnici) a nestandardni (napt. slovni nebo
kombinatoricka tloha).

2 Jedna se o pietisk 2. vydani z roku 1973 s novou ptedmluvou J. H. Conwaye. Nadale budeme
ttenate odkazovat na ¢esky pieklad (Polya, 2016), ktery je pro néj dostupnéjsi.
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Z hlediska uplnosti zadani lze také tlohy rozdélit na (a) dobi'e zadané;
(b) nedostatetné zadané a (c) ptezadané. V tomto kontextu Fridman (podle
Marese, 1980) uvaZuje o tzv. stupni ur¢enosti tlohy, mite zobecnéni a mite
uplnosti tlohy.

Nakonec jesté zmitime dimenzi nadroénosti tlohy, kterd je dana piedpokla-
danymi nutnymi znalostmi pro vyre$eni tlohy. Ty samozifejmeé souvisi s obsa-
hovym zamétenim uvazované ulohy. Ve studii jsme se snazili obsdhnout cely
obsah 8kolské matematiky vymezeny rdmcovym vzdélavacim programem pro
2. stupeni zédkladni $koly (NPI, 2021) (dale jen RVP ZV).

2.2 MODEL RESENi MATEMATICKE ULOHY

Nejstarsi pokusy o popis procesu feSeni problému zaujimaji makroskopicky
pohled. Deweyeho (1933) model je rozdélen do uréitych kroki: (a) definovani
problému; (b) analyzovani problému; (c) uréeni kritérif pro optimalni postup
teseni; (d) navrZzeni rtiznych fe$eni; (e) ovéteni navrzenych reseni; (f) vybér
fedeni a (g) navrh strategii pro dalsi fe$eni. Na tento model fe$eni problému
se odkazuje fada pozdéjsich autorti. Mezi nimi také Polya (2016) pti vytvatreni
modelu feSeni matematické tilohy, ktery je popsan pomoci étyi fazi:

+ porozuméni podstaté ulohy;

« vypracovani planu postupu reseni;

+ realizace planu (fe$eni);

+ zpétna kontrola.

Pro nase ucely jsme se prichylili k syntéze dvou ptistupli - Reusserova
(1985) didaktického piistupu a metakognitivniho pFistupu prezentovaného
v (Prezl et al., 2003). Nové vytvoieny model by mél umoZnit nejen sledovat
proces FeSeni ulohy, ale také na jeho zékladé tento proces ovliviiovat, a to ve
sledovanych charakteristikach zaka (matematickd citlivost, matematickd tvo-
Fivost, étendrskd gramotnost, pracovni pamét a dalsi), jejichZ podstata neni ani
pouze didaktickd, ani pouze metakognitivni.

Z4akladni ideou je, Ze Reussertiv model reprezentujici didakticky pohled na
situaci obohacujeme o prvky pievzaté z modelu reprezentujictho metakogni-
tivni pohled na situaci (Prezl et al., 2003). Je moZné tuto situaci nahliZet tak, Ze
se jedna o dvé dimenze sledovaného procesu. Dodejme, Ze Reussertivd model
je modifikaci jiz existujiciho modelu Kintsche a Greena (1985).

3 Clanek (Reusser, 1985) je inspirativni nejen tim, %e popisuje samotny model, ale také tvahy,
uskali a otazky, které se objevily pti jeho tvorbé.
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2.2.1 REUSSERUV MODEL RESENi (SLOVNi) ULOHY

Reusser (podle Vondrova et al., 2019, s. 18) ptedstavuje didakticky model pro-
cesu teseni ulohy. Ten sice primarné zpracovava proces feSeni slovnich tloh,
av$ak je dobte vyuZzitelny pti popisu feSeni matematické tilohy v obecném
slova smyslu, protoZe stejné procesy jsou jednoznacéné identifikovatelné i pii
feSeni jakékoliv matematické tlohy. Reussertiv upraveny model sestava z péti
komplexnich fazi:

(R1) Zpracovani vstupu: Porozumeéni textu tlohy, ve zobecnéném pohledu
porozuméni zadani.

(R2) Vytvoieni situa¢niho modelu: Porozuméni situaci, souvislostem a pro-
blému dlohy a generovani otazky.

(R3) Konstrukce matematického modelu: Matematizace situac¢ni predsta-
vy. V ptipadé numerického ¢i algebraického kontextu probiha ve dvou
urovnich:

a) Zak vytvaii nenumericky, ale jiZ abstraktni model.
b) Zak vytvéari numericky forméalni (algebraicky) model.

(R4) Provedeni vypoctu, provedeni konstrukce, resp. analogickych proce-
su, které vedou ke konkrétnimu vysledku.

(R5) Vytvoieni odpovédi a interpretace vysledku na podkladu vécné pied-
stavy problému.

2.2.2 METAKOGNITIVNi MODEL RESENi ULOHY

Tento pohled na proces Fe$eni ulohy je nabizen psychology (Prezl et al., 2003).
Upozornuji na skute¢nost, Ze proces feSeni ulohy je cyklické povahy - cykli
je ¢i mtze byt vice, pticemz vSechny faze jednoho prichodu cyklu lze popsat
nasledovné:

(M1) Rozpoznat nebo identifikovat problém, obtiZ ¢i piekazku v uloze.

(M2) Mentalné vymezit a reprezentovat problém.

(M3) Vytvotit si (navrhnout) strategii fe$eni ulohy a strategii feseni, tj.
odstranéni problému.

) Uspotadat si znalosti tykajici se problému.

) Alokovat mentalni i fyzické zdroje potiebné pro reseni dlohy.
6) Reflektovat samotny prabéh feseni a ovétovat, zda vede k cili.

) Vyhodnotit fe$eni problému z hlediska otekavaného vystupu - pies-
nost, typ odpovédi apod.

Dilezitym faktem je, Ze dany cyklus nemusi pti svém priichodu obsahovat
vSechny faze. V fadé piipada je mozné, Ze dany cyklus ma jen dvé faze. Dru-
hou skutec¢nosti, na kterou upozoriiujeme, je, Ze slova problém a tloha zde
nevystupuji synonymné. Uloha mtiZze mit vice problémi - cili, kterych se méa
dosahnout, a také mtZe mit problémy, které jsou vlastni danému resiteli, tj.
pro jednoho se jedna o obtiz, kterou musi odstranit, a pro jiného nikoliv.
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2.2.3 SYNTETIZUJiCi MODEL PROCESU RESENi ULOHY

Syntézou obou modelt vznikl model, jehoZ schéma ptredkladdme na obrazku
2.2.1. Tento model sleduje oba thly pohledu a dava do urcité interakce oba
ptistupy. Znovu pripomertime, Ze proces feseni lohy obvykle neni ptimocary.
74k priibézné provadi reflexi postupu re$eni (M6), respektive vyhodnocuje
(dilei) vystupy (M7), véetné situace, kdy si nevi rady, jak postupovat dél, a na
zékladé toho se mtize rozhodnout vratit se do kterékoli ptedchozi faze R1-R5.
Jinymi slovy, proces fe$eni tlohy se miiZe v jednotlivych fazich cyklit, pricemz
prave tyto cykly jsou vyvolany zdkem-resitelem a on se tak znovu dostava do
jiz d¥ivéjsich stava FeSeni ulohy.

Zadani Glohy SRS :

M1

A 4

R1

zpracovani vstupu

M1, M2

A4

R2 ‘

vytvoreni situacniho modelu D,

M3, M4, M2 (jiny kontext)

v :

...................

s <«
konstrukce matematického modelu | ...,

M5, M6, M4
A :

R4 e Fo :
g provedeni vypoctu, srrremereedeneedieaennaand
provedeni konstrukce DA

Mé, M7

A 4

R5

vytvoreni odpovédi

Obr. 2.2.1: Model procesu reseni Glohy

Poznamenejme, Ze nékteré faze (jak z hlediska didaktického, tak z hledis-
ka metakognitivniho dhlu pohledu) uchopuji ugitelé védome. Naptiklad béz-
ne vyzyvaji zaky, aby provedli sémantickou zkousku, tedy srovnani vysled-
ku reSeni s kontextem zadani tlohy. AvSak stava se také, Ze je nékteré faze
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dosazeno jen zdanlivé nebo formalné. Napt. Novotna (2000) nebo Vondrova
et al. (2019) poukazuji na vedeni Zakt k tvorbé zapisu (nebo také legendy), pii-
¢emz ucitelé to deklaruji jako tvorbu situaéniho modelu, avsak Zaci tuto fazi
s porozuménim podstaty problému nijak nespojuji. Podobné také Vondrova
(2019) upozoriiuje, Ze fada zakti sémantickou zkousku spontanné neprovadi,
resp. Ze ji nepovazuji za nedilnou souc¢ast procesu reseni ulohy. Stejna situace
miiZe nastat napiiklad v piipadé diskuse geometrické tlohy a dal$ich.

Na zavér poznamenejme, Ze nas syntetizujici model explicitné netesf, jak
jednotlivé faze probihaji. Naptiklad u faze R3 jsou zminény dvé irovné - nenu-
mericky a numericky (algebraicky) model, které se mohou asociovat s urgitym
zplisobem feSeni. Uz samotna faze R2 mutiZe probihat tak, Ze si zak v ramci
tvorby situa¢niho modelu nakresli n&jaky obrazek ¢i schéma. Rekli bychom,
Ze zac¢ina ulohu resit graficky. Na zékladé této kresby ¢i schématu mize zak
ziskat vhled do ulohy, ktery Liljedahl (2005) oznacuje jako moment osvicent,
a ktery umozni zadkovi nejen prejit do dalsi faze, ale také mu umozni danou
ulohu vytesit. Stejné tak faze R4 mtZze probihat za pomoci riznych vypocet-
nich stroji, po¢inaje obvyklymi kalkulackami, ptes zapojeni osobnich pocita-
¢l a konde pouzitim SW jako je GeoGebra, Wolfram Alpha, nebo dokonce Pho-
toMath. V (Ptibyl & Eisenmann, 2014) jsou tyto aspekty feseni ilohy vnimany
jako urcité rozméry celého procesu fe$eni ulohy. V naSem vyzkumu v tuto
chvili nehraji Zaddnou roli, nebot ten je zaméien na odhalovani obtizi Zaka pii
feseni uloh, a rizni Zaci mohou mit rozdilné obtiZe v rdmci stejné faze.

- 18 -



/3/
Predpoklady zaka k reseni uloh

Tato kapitola predstavuje jednotlivé komponenty struktury piedpokladt
7adka k teseni uloh (v kapitole 1 byla zavedena pro tuto strukturu zkratka
CPS) a jejich vymezeni. Konkrétné, v oddilech 3.2 aZ 3.9 jsou popsany jed-
nak davody zaiazeni kazdé z téchto komponent do struktury CPS, dale popis
sledovanych proménnych a jejich operacionalizace. Jedinou vyjimku tvofi
uvodni oddil 3.1, v ném? objastiujeme, na které faktory ovliviiujici dovednost
zéka resit ulohy se v nasem vyzkumu zameéiujeme, a na které naopak védome
rezignujeme.

Kazdy z oddila 3.2 az 3.9 je zakon¢en popisem vyvoje prislusného testu
vyzkumné sady, nebot vhodné dokresluje obsah dané komponenty. Zde uva-
dime i podrobny popis raznych variant téchto testt (listinné A a B, elektro-
nické, jejichz znéni je elektronickou p¥ilohou knihy4) s ptislu$nym zdtvod-
nénim. Na zékladé zpracovani dat ziskanych béhem vyzkumu doslo néasledné
k uprave téchto testi do podoby vysledné diagnostické sady, ktera je urc¢ena

4 Elektronické piflohy monografie jsou k nalezeni na webové strance:
https://reseniuloh.ujep.cz/elektronicke-prilohy-monografie/

PREDPOKLADY ZAKA K RESENi ULOH =19 -



ucitelim pro pouziti v praxi a o niz hovoti kapitola 6. Vysledna diagnosticka
sada je samostatnou ptilohou monografie (P1). Rozdily mezi vyzkumnou sadou
a vyslednou diagnostickou sadou jsou popséany u jednotlivych komponent
v kapitole 4 a souhrnné v tivodu kapitoly 6.

3.1 FAKTORY OVLIVNUJiCi DOVEDNOST ZAKA
RESIT ULOHY

Je obecné prijimanym faktem, a multimédii ¢asto akcentovanym, Ze je mate-
matika na zdkladni $kole vnimdana jako obtiZny a fadou zZakd neoblibeny pted-
meét (Pavelkovéa & Hrabal, 2012). Dale se také ukazuje, Ze jeji obliba s rostou-
cim vékem zakt klesa (Smetackova, 2018). Otazkou pak je, co zptisobuje tyto
postoje Zaka.

Jak uvadi Mullis et al. (2012, s. 19), pravidelné se opakujici vyzkumy uka-
zuji, Ze existuje pfima souvislost mezi oblibou pfedmétu matematika u zaka
a jejich uspésnosti v tomto predmétu. Vzhledem k povaze vyuky matemati-
ky na zdkladni 8kole je ztejmé, Ze §kolni tispésnost hodnocend znamkou se
opiréd predevsim o feSeni rutinnich, ale v nékterych ptipadech i nerutinnich,
uloh.

Je tedy nasnadé otadzka: ,Co ovliviiuje uspésnost Zadka pii feSeni uloh
v matematice?* Dlouhodobé nabizenych odpovédi je cela rada. Nejprve se
spole¢né podivejme na nékteré diive nabizené odpovédi, které ndm umoz-
ni zasadit sledovanou problematiku do urc¢itého ramce, a umozni tak ¢tenati
nahlédnout, jak obsahla sledovana problematika je.

Samotné faktory, které ovliviiuji proces fe$eni tdlohy, mtiZzeme rozdélit do
neékolika zakladnich skupin, pfi¢em? tyto skupiny se vzajemné ovliviiuji.

Prvni skupina je tvotena tilohami jako takovymi. Problematice uloh a pro-
cesu jejich feseni jsme se vénovali v kapitole 2.

Druha skupina je tvotrena vnitinim svétem feSitele, tj. jeho predpoklady
k reSeni uloh. Sem spada napt. kognitivni inteligence, tvotivost, motivace,
kognitivni struktura, zkusenost, schopnost pozorovat, citlivost k vyzvam
atp. Do této skupiny v$ak spadaji i razné handicapy, jako napt. dyskalkulie ¢i
dyslexie.

Treti skupina je tvorena vnéj$im svétem reSitele, kam spadé napt. zdra-
votni stav resitele, fyzické prostiedi a jeho zmény, didaktické a $kolni faktory
nebo socialné-kulturni klima, ve kterém se resitel kratkodobé, ale i dlouho-
dobé nachazi. MiiZze se naptiklad jednat o vyloucenou lokalitu nebo naopak
o podnétné prostiedi.

Lze tici, Ze ndmi predstavené rozdéleni faktort je ur¢itou analogii k Poppe-
rove ideji tif svéth (Hejny & Kuiina, 2000).

Dovednost fesit tlohy je komplexni soubor faktort daného jedince, kte-
ré se podileji na procesu reSeni ulohy, jsou vlastni danému jedinci a mohou
se vzdjemné ovliviiovat. Vznikaji teorie, které se snazi danou problematiku
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popisovat a obvykle konstruuji modely, které umozni i predikovat zménu
dovednosti Fesit ulohy v matematice. Nyni si ptedstavime nékteré z nich.

Schoenfeld (1992) vymezil rdmec nékolika faktortt majicich vliv na doved-
nost zaka tesit ulohy. Tyto faktory rozdélil do étyt zdkladnich skupin:

1. zdroje - jsou formalni (ziskané cilenym u¢enim) i neforméalni (ziskané
nesystematicky, mnohdy ttrzkovité) znalosti o faktech a také naucené
algoritmy ¢i rutinni postupy;

2. heuristiky - jsou uréita pravidla ¢i postupy, jak postupovat pti feseni
nerutinnich dloh;

3. kontrolovani - jsou metakognitivni znalosti toho, jak pracovat se zdroji
a heuristikami;

4. presvédceni - jsou postoje Zdkd ke svétu véetné sebe sama.

Nekteré modely se vice zamétuji na socidlni aspekty ovliviiujici feSeni iloh

a také jejich vzdjemnou interakci. Jeden z prijimanych modelt popisuji Pimta
et al. (2009), ptitem? autoti se zamétili na tyto proménné:

+ soustiedéni;

+ postoj k matematice;

« motiv tspéchuy;

« sebehodnoceni;

+ chovani uditele.
ty, majici ptimy i neptimy vliv na ispésnost pii reSeni matematickych tloh:

« dosaZené vzdélani rodicéu;

+ dil¢i hodnoceni (z4ka) v pritb&hu studia i v jinych piedmétech;

+ ptedchozi dosaZzené vzdélani (Zaka).

Vyzkum prezentovany ve studii (Setyadi et al., 2019) se zabyva vzta-
hem dovednosti fesit matematické tlohy, popsanym pomoci modelu IDEAL,
a osobnostnim typem jedince. Vysledky vyzkumu ukazuji, Ze extroverti byvaji
Uspésni ve volbé resitelské strategie i pii samotném procesu re$eni, popt. piti
interpretaci ziskanych vysledkt. Naopak introvertné orientovani jedinci jsou
Uspésnéjsi pti rozboru tlohy, ktery mtize spocivat v identifikaci problému, ¢i
nalezeni, v ¢em spociva obtiznost tlohy, nebo pti odhalovani raznych promeén-
nych dané ulohy.

Wu a Adams (2006) modeluji kognitivni procesy, které se zapojuji v ram-
ci fe$eni ulohy. Jejich model pracuje s vicedimenzionalnim IRT5 modelem
(Linden & Hambleton, 1997). Na zakladé vyzkumu identifikuji ¢ty#i zakladni
dimenze reseni uloh:

+ (¢teni/ziskavani informaci ze zadani;

+ osobni zkuSenost a obecné ptijimany pristup k *eSeni uloh;

+ znalosti matematickych konceptli, matematizace a zdtivodtiovani;

+ vypocetni zru¢nost a peclivost pti provadéni vypocta.

5 IRT - Item Response Theory
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Zminény vyzkum koresponduje s vychodisky, na nichZ jsme po skonceni
zékladniho vyzkumu (projekt Grantové agentury Ceské republiky Rozvijent
kultury feseni matematickych problémii ve skolské praxi) formulovali prvni ver-
zi struktury CPS. Nicméné ani stanoveni dimenzi, které maji popsat Zakovu
zdatnost pti feSeni tiloh, neni dostate¢nym nastrojem pro odhaleni zdkladnich
slabin z&ka pti fe$eni uloh.

Jak vyplyva z tivodnich pasazi tohoto oddily, je ztejmé, Ze sledovana proble-
matika je pomérné obsahla. My jsme se v nasem vyzkumu zamérili na studium
faktort, které spadaji do vnitiniho svéta resitele. Chceme-li popsat zadkovy
ptedpoklady k te$eni tloh, je zapotfebi o ném sesbirat dostateéné mnozstvi
informaci, tyto informace uspoiadat a vyhodnotit. Jsme si védomi toho, Ze uéi-
tel tyto informace o zakovi obvykle m4, nicméné aZ po del$i dobé, kdy zaka
pozné v rtiznych situacich.

Jak jiz bylo zminéno, mit moZnost nahlédnout zdkovy nedostatky v rela-
tivné kratké dobé muiZze byt velkou vyhodou pro dalsi pedagogické ptisobeni
ucitele, kdy cilena pomoc muiiZze usnadnit odstraniovani ptekazek spojenych
s feSenim uloh. Plati v8ak, Ze znalost téchto prekazek je vychozim bodem
a zak bude muset urazit pomérné dlouhou cestu, neZ se mu podaii nékteré
prekazky odstranit.

Pravé pro popsani zédka z pohledu jeho predpokladt k feSeni uloh jsme
vyvinuli strukturu, kterd ma tyto predpoklady popsat. Vzhledem k tomu, kolik
lze sledovat proménnych ovliviiujicich zaktiv vykon, je zfejmé, Ze samotnd
struktura CPS tak mtZe byt pomérné rozsahla.

Nasi snahou bylo koncipovat strukturu CPS tak, abychom mohli vhodné
navrhnout diagnostickou sadu, ktera sesbira nutné informace. P#i sestavovani
struktury CPS a navrhovani jeji operacionalizace jsme se ridili nasledujicimi
kritérii:

+ kaZda komponenta struktury CPS se musi prokazatelné podilet na feSe-

ni tloh, které jsou obvyklé u sledované skupiny zZaki;

-+ samotny sbér dat (testovani pomoci diagnostické sady) musi byt reali-
zovatelny hromadné - tedy diagnosticka sada by méla umoziiovat scree-
ning v$ech ptitomnych zakd najednou;

+ samotny sbér dat se musi dat realizovat v relativné kratkém ¢asovém
useku - nase ptredstava odpovidd dvéma aZ tfem vyudovacim hodindm;

+ administrace samotného sbéru dat musi byt realizovatelnd ucitelem,
bez néjakého specidlniho 8koleni, bez zapojeni dal$ich subjektt;

+ vyhodnoceni sebranych dat by mél byt schopen provést samotny ucitel
bez pritomnosti dalsi, v tuto chvili pomahajici, profese;

+ sbér dat i jejich zpracovani by mély byt do urcité miry zautomatizova-
telné;

+ vysledky screeningu by mély byt takové, aby poukézaly na zadkladni pro-
blémy u 74k, kterych si u¢itel nemusi byt védom,;

+ interpretace vysledki by méla umoZnit urcéité seskupeni Zzaku
tak, aby ucitel mohl cilené pro danou skupinu navrhnout patti¢né
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opatieni - timto je mysleno, Ze ve tiidé s 27 zdky by nemélo vzniknout
27 skupin, ale napt. Sest skupin, se kterymi ucitel mtize dale pracovat.

Struéné feceno, ucitel by mél byt schopen béhem nékolika malo vyucova-
cich hodin provést samotné testovani, dale by mél byt schopen data vyhodno-
tit a i interpretovat, a to bez pomoci psychologa ¢i sociologa.

Jsme si plné védomi toho, Ze p#i koncipovani struktury CPS jsme museli
ucinit nékolik kompromisnich rozhodnuti tak, abychom naplnili vy$e uvedend
kritéria. Pro potfeby vyzkumu popsaného v této monografii je struktura CPS
tvotena témito komponentami:

+ matematicka citlivost;

+ matematicka tvorivost;

+ poctarska dovednost;

- (étenai'ska gramotnost;

+ pracovni pamét;

« tendence k uziti algoritmu;

« sebeposouzeni;

+ motivace k u¢eni se matematice.

Tyto komponenty budou v nésledujicich osmi oddilech podrobné pted-
staveny. Zastavme se ale jesté pred tim u toho, co ve struktute CPS naopak
nenajdeme.

Muze byt na prvni pohled ptrekvapujici, Ze ve vy$e uvedeném vycétu chy-
bi slovo inteligence. Prestoze bylo dlouho pfijimanym faktem, Ze vy$si mira
obecné inteligence koreluje s dovednosti fesit ulohy v matematice, neni moz-
né takto zjednodusujici tvrzeni piijmout (Wenke et al., 2005). V prvé fadé
stanovit miru obecné inteligence neni iplné jednoduché a smi ho provadét
pouze psycholog. Toto stanoveni je zavislé na pouZitém testu, ptic¢emz nékteré
dlouhodobé pouzivané testy, napi. Stanfordtiv-Binetuv test, velmi dobi‘e pre-
dikuji akademickou uspésnost jedince (Ackerman & Beier, 2005), aviak nevy-
povidaji o tom, ktera slozka obecné inteligence se ptimo podili na fe$eni tloh.
Vzhledem k modeluy, ktery jsme ohledné vymezeni inteligence piijali (viz oddil
3.2), jsme se rozhodli na obecnou inteligenci jako takovou rezignovat. Rizika,
kterd jsou spojena s nevhodnou interpretaci vysledkd, jsou pilis velika (napi.
Gould, 1998).

Do stejné kategorie také patii tvofivost jako takova. Existuje celd fada tes-
th tvotivosti, pticemZ pouze odbornik - obvykle psycholog - je schopen sta-
novit, ktery z testil je vhodny a je také schopen spravné interpretovat ziskana
data (Said-Metwaly et al., 2017). Jsme si védomi faktu, Ze tvotivost je nedil-
nou soucéasti feSeni redlnych problému i teoretickych tuloh. Nékteré teorie
pfimo propojuji tvotivost s vyvojem ¢lovéka jakoZto jedince i s vyvojem ¢lo-
véka jakozto druhu, objevovanim, pfekondvadnim obtiZi spocivajicich v rese-
ni problému, popt. s feSenim matematickych uloh (Cropley, 2019). Je tieba
také tici, Ze pohledt na tvotivost je vice a Leikin a Sriraman (2017) vnimaji
tvotivost jako atribut matematického nadéni. Nejen vzhledem k riznorodosti
pojeti, ale i vzhledem k tomu, Ze testl tvotivosti je pomérné dost, maji riznou
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administraci a jejich smysluplné vyhodnoceni je vazdno na neucéitelské profe-
se, jsme od testovani obecné tvotivosti upustili.

Upustili jsme také od zjistovani pozornosti a irovné soustiedéni. Jsme si
plné védomi faktu, Ze se jedné o velmi dilezité proménné v oblasti feSeni tiloh
(Wiley & Jarosz, 2012), obzvlasté ve spojeni s pracovni paméti (ta ale ve vyctu
sledovanych komponent nechybi), nebot jsou na ni navazané (Swanson, 2011).
Nicméné, jak pozornost, tak soustiedéni jsou ovlivnéné celou fadou faktort
jedince a je obtizné je hromadné, tj. skupinové, métit.

Od nékterych z proménnych, které jsou v zahrani¢i vhimany jako dilezité,
také odhliZzime, nebot nemaji v nasi malé republice misto. Vychazime z pted-
pokladu, Ze vzdélani je vSem Zadktim dostupné na stejné urovni, a socidlné-
-kulturni prosttedi je pro zaky také vSude obdobné.

3.2 MATEMATICKA CITLIVOST

Zatimco ve vét$iné $kolnich pfedmétd na sebe vyukova témata navazuji
a vyuka tato témata bud rozsituje, nebo prohlubuje, v matematice mtiZeme
ziskat dojem, Ze se Zak setkavéa s celou fadou navzajem oddélenych témat,
ktera spolu zdanlivé nesouvisi. Neni predmétem tohoto oddilu obhajovat
soudrznost celku ¢&i jeho uspoitadani, ale poukazat na urcité faktory, které se
mohou podilet na Gspésnosti Zakti pti feSeni standardnich, tj. ve Skole pted-
kladanych, tloh.

Pti zkoumani vybranych faktorti, které se podileji na uspésnosti zak,
se nemiZeme vyhnout ani samotnému obsahu, ktery se na zékladni $kole
vyucuje. Jisté ze svého okoli zndme jedince, kteti o sobé prohlasovali, Ze ,si
neumi ,néco’ v geometrii predstavit, jini, i pfes veskerou snahu ucitele, odo-
lavaji intuitivnimu pochopeni zobrazeni (ve smyslu funkce), popi. jsou taci,
kteti se domnivaji, Ze kdyZ desetkrat za sebou na Sestisténné kostce padla
Sestka, tak pravdépodobnost, Ze padne znovuy, je velmi, ale opravdu velmi
mala.

Pri bliz§im zkoumadni se ukazuje, Ze existuje urcita citlivost v¢i matema-
tickym jeviim. Snaha tuto citlivost métit a dale s ni pracovat vedla k vytvoteni
konceptu matematické inteligence (napt. Juter & Sriraman, 2011). Nicméné, pti
jeho vymezeni nepanuje shoda a ani my nenabizime sjednocujici pohled. To
je také dtivod, pro¢ jsme se nakonec rozhodli zavést pojem matematickd citli-
vost. Podivejme se nejprve, jak se k matematické inteligenci stavi jini. To nam
umozni nahlédnout celou problematiku ze $ir$iho tthlu pohledu, coZ povazuje-
me nejen za uZzite¢né, ale i za nezbytné z dtivodu dal$iho pochopeni vysledkt
nasi prace.

Prvni teorii, kterou zminime, je teorie mnohocetné inteligence (Gardner,
1999, 2011; Straka et al., 2014). Oproti diive piijimanym teoriim o obecné inte-
ligenci je tato zaloZena na predpokladu, Ze jednotlivym ,inteligencim’ odpovi-
daji jednotlivé oblasti v mozku. Z toho divodu Gardner vy¢letiuje prostorovou
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inteligenci od logicko-matematické® a zabyva se jimi oddélené. Logicko-mate-
matickou inteligenci vnima jako urc¢itou citlivost k logickym a ¢iselnym vzoram
a zéroven jako schopnost fetézit logické usudky do vétsich celkd. Samotné
pocitani pak je ptikladem retézeni logickych tisudkt v aritmetickém kontex-
tu. Prostorovou inteligenci pak popisuje spravnost vnimani vizualné-prostoro-
vych objektii a také schopnost si tyto objekty vybavit (piedstavit), i kdyZ viem
jiz neptsobi, &¢i schopnost manipulovat s témito predstavami. Gardner (1999,
s. 90) také specifikuje, co vlastné mini slovem inteligence:

»[Inteligence ma] umoziovat vyreseni skuteénych probléma a tézkosti, se kterymi se [¢lo-
vék] setkava, a v pripadé potreby udélat néco ucinného, avsak musi také obsahovat potencial
pro nalézani nebo vytvareni problémd, ¢imz polozi zéklad pro ziskavani novych védomosti.“

V dnes$ni dobé je idea Gardnera podrobovana kritice, avSak z praktického
pohledu uditele ma stéle co nabidnout (Straka et al., 2014).

Zatimco Gardner opustil ideu obecné inteligence jako celku, jini se
domnivaji, Ze jedinec kromé obecné inteligence (zastie$ujici celek) ma i dil-
¢i - doménové inteligence. Nicméné, zdkladnim problémem odliSeni obecné
inteligence od doménové je, Ze pti méteni obecné inteligence se pouZiva-
ji testy, které také meéti inteligenci doménovou - konkrétné matematickou
(popt. logicko-matematickou) (Juter & Sriraman, 2011). Jako ptiklad 1ze uvést
Stanfordtiv-Binettv test (Roid & Barram, 2004).

Obdobnych ptistuptt bychom nasli je$té nékolik. Naptiklad Z. Usiskin (Juter
& Sriraman, 2011, s. 50) pracuje s pojmem matematické inteligence, ptitemz
ptedstavuje hierarchicky model o osmi irovnich. Nicméné tyto pristupy maji
obvykle spoleéné to, Ze se snazi métit matematickou inteligenci, popt. obec-
nou inteligenci, za i¢elem hledani z4k® nadanych na matematiku, coz neni
nasim cilem.

Ptrestoze vy$e uvedené teorie jsou vhodnym vychodiskem a my jsme se jimi
nechali ovlivnit, nelze je prevzit tak, jak jsou. Co tedy je pfedmétem zkoumani
této komponenty?

Pomoci matematické citlivosti se snazime popsat zaka z hlediska jeho ucho-
povani riznych matematickych obsahti, coz je napt. porozuméni vztahu mezi
objekty, znalost urc¢itého postupu a schopnost argumentace, které povazujeme
za kli¢ové znalosti a dovednosti pti feSeni Skolnich matematickych tiloh. Na§
nastroj mé za cil screeningoveé odhadovat miru matematické citlivosti zZéka.

Pt vybéru proménnych, které sledujeme v ramci komponenty matematickd
citlivost, jsme se tidili nékolika pravidly:

1. Proménna se musi prokazatelné podilet na feseni dloh, které jsou

obvyklé u dané skupiny respondentti.

6 Gardner uvadi celkem sedm riiznych inteligenci: logicko-matematickd, prostorovd, lingvistic-
k4, hudebni, télesné-kinesteticks, intrapersonalni a interpersondlni. Vzhledem k meritu véci
se v8ak omezime pouze na prvni dvé.
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2. Proménna musi byt snadno métitelna. Ptikladem takové proménné, kte-
ra je naopak obtizné mértiteln4, je citlivost ve vnimani nekonec¢na.

3. Proménna nesmi byt p#ili§ specificka. Prikladem takové ptili§ specifické
promeénné je citlivost vici Dirichletovu principu?.

4. Proménnd musi byt métitelna na dané skupiné respondentti. Na$ vzo-
rek byl tvofen zaky 8. a 9. ro¢niku zédkladni §koly. Ptikladem takové
proménné, ktera je obtizné métitelna na dané skupiné respondentd, je
citlivost viiéi spojitosti funkce.

5. Meéteni proménnych musi byt zvladnutelné v daném ¢asovém limitu.

Samotny vybér proménnych prosel nékolika iteracemi. V rdmci komponen-
ty matematickd citlivost bylo sledovano $est proménnych:

 funkéni myslent;

« geometrickd prredstavivost;

+ jednoznacnost feSent,

+ kombinatorické myslent,

* vnimani pri¢innosti;

+ citlivost ke vzortim.

Jsme si védomi toho, Ze jednotlivé proménné netvoti vyéerpavajici struktu-
ru, ale spise riznorodou smes. Vybrané promeénné nejsou ve vyvinutém testu
zastoupeny stejnou mérou, tedy na jednotlivé proménné usuzujeme z rizného
poctu dloh a témto ilohdm piikladdme raznou vahu.

Vyc¢et proménnych neni vycerpavajici, jedna se o jejich zizeny vybér. Pies-
to se domnivame, Ze takto ziiZena mnozina proménnych umoznuje, alesporl
z ¢asti, popsat zdkovu citlivost k tém matematickym jevlm, jejichZ spravné
vniméani je ptedpokladem tspésného teseni tuloh. Vzhledem ke dtfive zminé-
nym poZadavkiim, které klademe na samotny proces testovani (ptedevsim
hromadna a snadna administrace testovani a nizka ¢asova naroénost testo-
véni), nepovaZujeme tuto redukci za limitujici, ale naopak, povaZzujeme ji za
urc¢ity makroskopicky pohled na Zéka, ktery se zamétil ne na véechny mozné
fenomény, ale na ty, které se do zna¢né miry podileji na fe$eni uloh.

V tuto chvili je na misté zodpovédét otdzku, na které proménné se nedosta-
lo a pro¢. Prikladem takové obtizné méritelné proménné je vnimdni nekonecna.
A to nejen proto, Ze se tato proménna v riznych kontextech projevuje rtzné.
Navic je jeji zjiStovani obtizné popsatelné kvantitativnimi nastroji. Stejné tak
citlivost k existenci resenf, ktera zahrnuje jednak dovednost hledat vice, nebo
vSechna reSeni i porozuméni situaci, kdy tloha feSeni nem4, je pomérné pro-
blematicky métitelna. Prestoze jsme si plné védomi faktu, Ze se jedna o velmi
dulezity fenomén ve vzdélavani zakd, tak se v rdmci pfedvyzkumu ukazalo, ze
se jedna o problematiku vhodnou spis$e pro vékové starsi vzorek.

7 Zdakladni idea Dirichletova principu (nékdy téz ptihradkového ¢&i holubnikového principu)
spodiva v jevuy, Ze mame-li n ptihradek a n + 1 pfedmétt, potom v alespoii jedné ptihradce jsou
alespori dva ptedméty.
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Stejné tak testovani analogického mysleni, které je velmi dtilezité pii feSeni
uloh, je jednoznacéné kvalitativni zaleZitosti. Ptepinadni mezi riznymi kontexty
nebo preformulovavani jsou specifickymi pi#iklady analogického mysleni. Do
této oblasti také spadé vytvareni vhodnych obrazkt ¢i schémat, které ilustruji
podminky ze zadani tlohy. PrestoZe se jedna z hlediska reSeni tloh o zasadni
dovednost, tak operacionalizace proménnych, které jsou spjaté s touto doved-
nosti, je pomérné naroc¢na, nebot by se jednalo o kvalitativni analyzy.

Obecneé lze Fici, Ze proménnych, které se daji analyzovat pouze kvalitativ-
neé, je vice. Napt. deduktivné-induktivni a induktivné-deduktivni usuzovani
jsou takovymi proménnymi. Ve snaze obejit potfebu kvalitativni analyzy je
mozné sestavit i ptislusné testy, které by se daly hromadné administrovat,
avSak jednalo by se o testy pomérné obsahlé, které by vyrazné prekrodily
¢asovy ramec.

Jisté ¢tendare, stejné jako nds, napadne celd fada dal$ich proménnych ¢i
fenomént, které bychom za proménné mohli povazovat. Vy$e uvedené pro-
ménné, kterymi se ve své praci zabyvame, jsou sice kompromisnim re$enim,
ale maji umoznit urc¢ity makroskopicky pohled na matematickou citlivost.
Pokud se ukaze, Ze Zadk ma urcité nedostatky v téchto proménnych, pak stoji
moZné proménné. To v8ak neni ptedmétem aktualni diagnostické sady.

Pt tvorbé testu jsme postupovali zptisobem, Ze na jednu proménnou chce-
me usoudit z nékolika testovych polozek a naopak, jedna testova polozka se
miize dotykat vice proménnych. Nyni si predstavime jednotlivé proménné
komponenty matematickd citlivost.

3.2.1 FUNKCNIi MYSLENI

Zdakladni idea této proménné vychazi z pvodniho vzdélavaciho planu Meraner
Lehrplan navrzeného skupinou vedenou F. Kleinem, tedy Ze funkéni mysleni
je urd¢itym sjednocujicim principem vyuky matematiky (Kriiger, 2019). Auto-
ry vymezené funkéni mysleni je pak vnimano jako uvédomovani si zavislosti
dvou entit nezavisle na kontextu. Takto obecné vymezené funkéni mysleni
je obtiZné métitelné, a proto jsme ptijali ziZzené&jsi formu, ktera nejen Ze vice
odpovida dne$nimu chapani funkci, ale také dobte reprezentuje celkovou
ideu.

Funkéni mysleni vniméme jako uréity piredstuperi obecnéjsiho algebraic-
kého mysleni (Smith, 2008). Zakladni podstatou funkéniho mysleni je vztah
mezi dvéma uréitymi veli¢inami, ktery Blanton a Kaput (2005) oznaduji jako
,pravidlo korespondence*. Eisenmann a Kopactkova (2006) pak hovoti o ,feno-
ménu zavislosti®, ptitemZ uvadéji fakt, Ze dilezitéjsi je pravé vnimani feno-
ménu zavislosti, oproti formalnimu budovani pojmu funkce. Nejen vyzkumy
(McEldoon & Rittle-Johnson, 2010), ale i kurikularni dokumenty (NCTM, 2000)
pracuji s faktem, Ze citlivost k fenoménu zavislosti:
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1. neni stabilni v ¢ase, ale naopak se vyviji;
2. je mozné vhodnym pisobenim ménit, v nékterych ptipadech dokonce
vyrazne.

V ramci naseho vyzkumu vymezujeme funkéni mysleni jako citlivost viici
jeviim zaloZenym na vnimani zavislosti.

[lustrujme nyni vhodnou tdlohou, jakym zptisobem se projevuje funként
mysleni.
Zadani: Podivejte se na obrazek 3.2.1. V levé ¢ésti je trojuhelnik, ktery
postupné Srafujeme. V pravé ¢asti mame ¢étyti grafy, oznac¢ené A-D. Jeden
z grafti A aZ D vyjadiuje zavislost obsahu S(x) vy$rafované ¢asti na vzdale-
nosti x. Oznacte jej.

S(x) Sty
A B
¢ > >
5(x) S(x) Sx)p
C D
X
Y X X'.:

Obr. 3.2.1: Zadani tlohy o zavislosti obsahu S(x) na velikosti x (Eisenmann & Kopackova, 2006, s. 4)

Uloha je svoji povahou vhodna spige do 9. ro¢niku zakladni $koly, respekti-
ve do kvarty osmiletych gymnazii. Odpovédi zaki si mtizeme rozdélit do dvou
zékladnich skupin a kazdou skupinu pak dale délit.

Prvni skupina je tvofena grafy B a C a pracovné ji oznacujeme jako ,ideové
spravnd odpoveéd'. Jde o to, Ze Zak si uvédomli, Ze se vzrustajici vzdalenosti x se
také zvétSuje obsah vysrafované plochy. V rdmci prvni skupiny pak mtizeme
odpovédi rozdeélit na B - zcela spravna odpovéd, kdy si respondent uvédomi,
Ze prestoZe se jedna o trojuhelnik - tedy utvar linedrné ohranic¢eny, tak obsah
se méni plynule. Druhou moZnosti je pak C, kdy Zak dojde k ptesvédéeni, Ze
pravé ve vrcholu trojahelniku se skokové méni rychlost zvétSovani obsahu.

Druhé skupina je pak tvotena grafy A a D a pracovné tuto skupinu oznacu-
jeme jako ,ideové pochybena odpovéd'. Jde o to, Ze se respondent domniva, Ze
obsah se od jistého bodu zmens$uje. U varianty D ziejmé také dochézi k zameé-
né grafu funkce s obrazkem trojihelniku.

Je moZné uvazovat o situaci, kdy zak ,intuitivné citi“ zavislost. P¥i volbé gra-
fu A (popt. D) se miiZze domnivat, Ze graf napt. vyjadiuje rychlost ristu obsahu.
Nicméné dlouhodoba zkus$enost ukazuje, Ze tato volba neni podloZené napt.
nizkou urovni ¢tenaiské gramotnosti, kdy zak neumi ziskat informace z grafu,
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ale pravé urditou nedostateénosti ve funkénim mysleni. Zak viibec neporo-
zumél tomu, co dany graf jako schéma tik& a nevnima rozdil mezi nezavisle
a zavisle proménnou.

Na zakladé této tlohy bychom mohli, ¢isté hypoteticky (nebot na zéakla-
dé jedné ulohy by to bylo velmi diskutabilni), zaky rozdélit do t¥i zakladnich

skupin:
- Z&k s vysokou citlivosti viéi jeviim zaloZenym na zavislosti - zvolil
graf B.
- Z&k s uspokojivou citlivosti vii¢i jeviim zaloZenym na zavislosti - zvolil
graf C.
- 74k s nizkou citlivosti vii¢i jeviim zaloZenym na zéavislosti - zvolil odpo-
veéd A ¢iD.

Jak je uvedeno vys$e, zminéna tloha je uréend spiSe pro 9. roénik zaklad-
nich $kol, kdy maji zaci jiz za sebou sezndmeni se s grafickou reprezentaci
zavislosti. V niz$ich ro¢nicich, pied zavedenim grafi funkci, by se dala dana
uloha resit v dialogu se zdkem, kde bychom mohli vhodnymi otdzkami zji$to-
vat miru jeho funkéniho mysleni na zdkladé jeho argumentace.

I[lustrujme situaci jesté jinym typem tlohy, pti jejimz feSeni se projevi urci-

ta citlivost vaci jeviim zaloZenym na zavislosti.
Zadani: Adam i Karel si uloZili penize do kouzelné banky. Adam do banky
ulozil 10 000 K¢ a Karel ulozil 20 000 Ké. Banka kazdy rok zdvojnasobila to,
co bylo na uétu. Tedy pokud na ué¢tu béhem roku bylo 100 000 K¢, tak banka
tuto ¢astku zdvojnasobila a na konci roku zde bylo 200 000 Ké.

1. Ur¢i pomér ¢astek, které vloZili Karel a Adam (Karel : Adam).

2. Jak se bude tento pomér ménit v zavislosti na ¢ase?

(a) Zmensuje se. (b) Nemén se. (c) Zvétsuje se.

V tuto chvili je ztejmé, Ze nabizenych odpovédi je méné a je zde riziko, ze
respondent spravnou odpovéd uhadne bez porozuméni problematice. Z toho
dtivodu je vhodné zatazovat vice iloh tohoto typu do jednoho testu.

Tato uloha v$ak rozrazuje respondenty pouze do dvou zakladnich skupin:

«  Z&k citlivy viiéi danému jevu (odpovéd b).

« Z&k necitlivy va¢i danému jevu (odpoved a ¢i c).

Pt stanovovani celkové hodnoty této proménné se pak jednotlivym tes-
tovym polozkam ptifazuje uréitd vdha podle toho, jakou mérou se podili na
stanovent citlivosti vii¢i fenoménu zavislosti.

3.2.2 GEOMETRICKA PREDSTAVIVOST

Postaveni této proménné v ramci sledované komponenty je jiné, nez je tomu
v ptipadé zbyvajicich proménnych. Pti jeji konstrukei se vychazelo z prostoro-
vé inteligence (Gardner, 1999, 2011), které je vazana na jina centra v mozku neZ
ostatni proménné této komponenty. Nicméné z dal$itho vymezeni bude ztejmé,
Ze se tento pojem neptekryva s nasim pojetim geometrické predstavivosti.
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Pojmem pi‘edstavivost budeme ve shodé se Sternbergem (2002) rozumét
mentalni reprezentace téch véci (predmétt, udalosti, scenerii apod.), kte-
ré v okamziku reprezentace nejsou vnimany smyslovymi organy, pricemz
predstavivost mtZe reprezentovat i véci, s nimiz jsme se smyslové nikdy
nesetkali.

Geometrickd prredstavivost v nasem pojeti pokryva dvé zakladni oblasti:

+ predstavivost v roviné;

+ predstavivost v prostoru.

Zakladni idea je v obou ptipadech stejné a pokryva nasledujici jevy:

+ vybavit si dany objekt, i kdyZ samotny vjem jiZ neplisobi;

+ vybavit si dany objekt a byt schopen popsat vlastnosti daného télesa;

« provést mentalni manipulaci, spoc¢ivajici v otd¢eni ¢&i jiné transformaci

danym objektem jako celkem;

+ provést mentadlni manipulaci, spocivajici v rozloZeni ¢i jiné transformaci
daného objektu, pficemz dochdazi ke zméné tvaru daného objektu, napt.
prevod u télesa ve 3D na jeho sit ve 2D.

Jak uvadeéji vyzkumy (Molnér et al., 2006; Perny, 2004), geometrickou pied-

stavivost je moZné pozitivné ovliviiovat.

V ramci naseho screeningu opét nesledujeme celou oblast, nebot je pomér-
neé obsahl4, ale zamérili jsme se pouze na vybrané aspekty. Za zdkladni pted-
poklady tuspésného feSeni 1loh povazujeme piedevsim dovednost manipulo-
vat s objekty ve své mysli. Zajima nas tedy dovednost mentalniho pohybu
s danym objektem ve 3D. Typickou tlohou je néasledujici problém:

Zadani: Rozhodni, ktery z objektti 1 aZ 4 (viz obr. 3.2.2) vznikl libovolnym
oto¢enim objektu nahote.

1 2 3 4

Obr. 3.2.2: Zadani Glohy na otaceni v prostoru (upraveno z Shepard & Metzler, 1971, s. 702)
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Stejné tak vhodnou tlohou pro zkoumani prostorové predstavivosti je roz-
kladani prostorového objektu do sité.
Zadani: Je ddna krychle. Naértni v8echny jeji sité.

Resgeni (viz obr. 3.2.3) je ptevzato z (Hyskov4, 2017).

Obr. 3.2.3: Reseni tlohy — viechny sité krychle (Hyskova, 2017, s. 20)

Zadani ilohy méa nékolik ,vrstev®, o kterych stoji za to uvaZzovat.

1. Uloha byla zad4na jako oteviena. V nékterych piipadech je mozné zada-
vat ulohu s nabidkou odpovédi, napt. ,Z nésledujicich obrazkt vyber
sité krychle.”.

2. Uloha byla zad4na bez ilustrativniho obrazku. Tedy respondent si musi
danou krychli nejprve vybavit. Ulohu je mozné zadat s ilustrativnim
obrazkem nebo je mozné doplnit ji i o model (papirovy, dievény, ...).

3. Respondent je vybidnut k tomu, aby hledal v8echny sité - tedy v této
podobé nelze ulohu pouZit pro testovani proménné jednoznacnost redent.

4. Tato konkrétni tiloha s sebou nese i urc¢itou socialné-kulturni zatéz,
nebot se jednd o standardni tlohu, se kterou se respondenti mohli jiz
nékolikrat setkat, a pak tato tiloha nespravné testuje danou proménnou.

5. Uloha miiZe byt také specifikovana tak, aby si z4k, ktery se s tlohou
nesetkal, pfedstavil, co se po ném zada. Napt.: ,Pedstav si, Ze mas papi-
rovou krychli a dale mas Sest ¢tvercti. Slep (izolepou) &tverce k sobé tak,
aby kdyZ polozi$ krychli na jeden &tverec, tak jsi danou krychli obalil.”

Na pomezi prostorové a rovinné predstavivosti je nasledujici loha.

Zadani: Predstav si, Ze provadi$ vSéechna naznacend pieloZeni, a nakonec
odsttihnes$ levy dolni roh vysledného &tverce (viz obr. 3.2.4). Ktery z obrazcti
A-E po rozloZeni dostane$? (Powell, 2018, s. 78)#

8 Powell cituje ¢lanek Rauscher, F. H., Shaw, G. L., & Ky, C. N. (1983). Music and spatial task
performance. Nature, 365, s. 611, jenZe v tomto ¢lanku se o testu jen mluvi a neni zobrazeny.
Proto jsme si dovolili vyjime¢né pouzit sekundarni zdroj, ve kterém je navic uveden obrazek
v ¢eské varianté.
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Obr. 3.2.4: Grafické zadani Ulohy (Powell, 2018, s. 78)

Tato uloha v sobé kombinuje piedstavu manipulace v prostoru s redlnym
objektem - papirem a odvolavé se tak na resitelovu zkuSenost s jeho rovinnou
reprezentaci. Vysledkem manipulace v prostoru je v8ak rovinny utvar, a tak
tato uloha zasahuje jak do prostorové, tak do rovinné predstavivosti. Ulohu je
mozné ztiZit doplnénim ,nadbyteénych* iidajt. Napt.: Je ddn obdélnik s pomé-
rem stran 1 : 2. O nadbyte¢nosti zde mluvime proto, Ze tato skuteénost je
patrna z obrazku v zadani.

Ulohy na zkoumaéni predstavivosti v roviné jsou obdobné tém, které jsou
zameéieny na prostorovou piedstavivost. Tyto tlohy jsou opét spojené s tva-
rem, pfitemZ mentalni operace jsou obvykle spojené nikoliv s manipulaci
objektu jako s celkem, ale s manipulacemi, které ptredpokladaji déleni na dalsi
¢asti a jejich nasledné preskupovani.

Obvyklymi tilohami v této kategorii jsou tilohy zaloZené na tangramu. Tan-
gram je hlavolam, ktery sestava ze sedmi dildi, pti¢emz jejich ziskani ze étverce
je znazornéno na obrazku 3.2.5. Ctverec také byva obvykle prvnim objektem,
ktery se z danych dili seskladava. Illustrujme vyjadiovaci moznosti tangramu
obrazkem 3.2.6, ktery ukazuje jiz vyieSené hlavolamy. Zaddnim hlavolamu je
potom obrys skladanky.

Obr. 3.2.5: Tangram
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Obr. 3.2.6: Tangram — vyresené hlavolamy

llustrujme uziti tangramu v ryze geometrickém kontextu.
Zadani: Z tangramovych dil sestavte véechny konvexni ttvary.
Reseni (viz obr. 3.2.7) je pievzato z (Pohl & Richter, 2021, s. 122):
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Obr. 3.2.7: Vsechny konvexni Utvary vytvorené z tangramu (prevzato z Pohl & Richter, 2021,
s.122)

Pov§imnéme si dvou feSenf, pti¢emz prvni je v prvni fadé uprostied a dru-
hé je ve druhé tadé na konci. Dlouhodoba praxe autorti ukazuje, Ze prave tato
feSeni nebyvaji u zakt zakladnich $kol obvykla, a to ani pii praci s fyzickym
modelem. Divody jsou nésledujici:

1. ve v8ech ostatnich reSenich, vyjma posledniho fe$eni v prvni fadé,
oba dva velké trojuhelniky vytvateji ¢tverec, rovnoramenny trojuhel-
nik nebo rovnobéznik (dotykaji se celou stranou) a jednotlivé konvexni
utvary vznikaji ptiklddanim zbyvajicich dilkt (napi. vlevo nahote troj-
thelnik, ¢tverec a rovnobéznik, kdy velké trojuhelniky tvoii rovnora-
menny trojuhelnik a zbyvajici dilky takeé);

2. posledni utvar v prvni fadé vznikl obdobné, ale s tim rozdilem, Ze se
vzal jako prvni trojuhelnik z péti mensich dilkti a pak byly ptikladany
zbyvajici velké trojuhelniky.

U dvou zmitiovanych neobvyklych fe$eni tomu tak neni, velké trojuhelniky

se bud nedotykaji viibec a nejsou umistény symetricky, nebo se dotykaji jen
Casti strany.
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Chceme-li pouzit tuto tulohu jako testovou, je mozné zaktm piedlozit pied-
kreslené obrysy a nechat resitele zakreslit do nich p#islu$né tangramové
kameny. Obvykly ¢tverec se zakreslenymi kameny miZe byt souc¢ésti zadani
ulohy.

Jinou vhodnou tlohou pro zkoumani rovinné piedstavivosti je provedeni
rozboru (tzv. naértku) konstrukéni tilohy, popt. vyznadéeni vstupnich a vystup-
nich objekti konstrukéni dlohy v predloZzeném nacrtku.

Jsme si védomi skuteénosti, Ze test matematické citlivosti nepokryvéa vsech-
ny moZné oblasti proménné geometrickd predstavivost, ale jak uz bylo fe¢eno
vy$e, test miiZze poukazat na deficit Zdka v této proménné.

3.2.3 JEDNOZNACNOST RESENi

Zkoumanou citlivosti v rdmci této proménné je jev, nakolik je zdk schopen,
ochoten ¢i puzen se zabyvat problematikou existence vice fe$eni dané tlohy.
Nakolik si tedy klade otazky z nasledujiciho souboru (J-1):

+ Nasel jsem vSechna reSeni?

+ Nema4 dané uloha jesté jiné feSeni, neZ jsem nasel?

+ Jak poznam, Ze uz jsem nasel véechna fesSeni?

+ Jsou v8echna moZna fe$eni (vypoc¢itané hodnoty) také spravna reseni?

Je zfejmé, Ze s otdzkou poctu feSeni se také poji otdzka existence feSeni.
Na zé&kladé nékolika iteraci v rdmci predvyzkumu jsme zjistili, Ze za podminek
kladenych na test neumime v tuto chvili zjistovat citlivost Z&dka k jevu existen-
ce Ci neexistence feSeni.

Dobry uéitel matematiky vede své Zaky pti feSeni uloh ke hledani v§ech
feSeni dané ulohy. MiiZe je k tomu pobizet slovné, miZe je k tomu navadét
svym vlastnim piikladem, kdy demonstruje fe$eni vhodnych tloh, a samoziej-
meé je k tomu mtZze nabadat samotné zadani ulohy. Vratme se na chvili k tiloze
o sitich krychle (viz obr. 3.2.3). Srovnejme nésledujici varianty zadani tlohy:

(a) Je dana krychle. Nacértni vSechny jeji sité.

(b) Je dana krychle. Nacrtni jeji sité.

(c) Je dana krychle. Nacrtni jeji sit.

Je zitejmé, Ze jednotlivé varianty zadani zaka nabadaji k tomu, jak ma vypa-
dat reSeni.

A praveé na zékladé urcité citlivosti, nebo spise zdkova vnitfniho nasta-
veni, kdy si klade nékteré otazky z vy$e uvedeného souboru otazek (J-1), lze
usoudit, jak na tom bude pti fe$eni dalsich tiloh. MoZné interpretace urcitého

zadani pak jsou:
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