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P°edmluva

P°edkládaná u£ebnice klasické teoretické fyziky vznikla na základ¥ p°edná²ek, které její auto°i konali po °adu
let na fakult¥ jaderné a fyzikáln¥ inºenýrské �VUT v Praze. Zabývá se klasickou mechanikou a elektrodynami-
kou, a to i z hlediska speciální teorie relativity, a rozvíjí p°íslu²ný matematický aparát. Je tedy makroskopickým,
limitním p°ípadem fyziky kvantové, která dnes tvo°í nejrozsáhlej²í a nejbohat²í oblast teoretické fyziky. U£ebnice
je ur£ena t¥m, kdo uº absolvovali kurz obecné fyziky v rozsahu prvního ro£níku vysoké ²koly, ovládají základy
diferenciálního a integrálního po£tu a jsou p°ipraveni získat obecn¥j²í, hlub²í a elegantn¥j²í p°ístup k základ-
ním jev·m klasické fyziky. Rozvíjený matematický aparát také umoº¬uje °e²it celou °adu nových fyzikálních
problém· za°azených jako Úlohy za kaºdou kapitolou.

V Newtonov¥ mechanice vycházíme z °e²ení vektorových pohybových rovnic, v nichº ov²em musíme p°edepsat
explicitní vyjád°ení p·sobících sil. Tato metoda zaloºená na vyuºití teorie diferenciálních rovnic slavila a dosud
slaví úsp¥ch p°i °e²ení mnoha problém· nap°íklad v astronomii a dokonce i v kosmonautice. Newtonovy pohybové
rovnice byly získány jako výsledek experiment· a v podstat¥ nebylo známo, odkud se berou. Totéº platí pro
Maxwellovy rovnice elektromagnetismu, které byly rovn¥º získány induktivní cestou. To ov²em zanechává ur£itý
pocit neuspokojení.

Cht¥li bychom se dopátrat obecného fyzikálního principu, který by vyjad°oval n¥jakou obecnou vlastnost
p°írody a z n¥hoº by plynuly rovnice pohybu £ástic a polí, aniº bychom se museli uchylovat k málo pr·hlednému
pojmu síly. Takové principy existují, jsou to principy varia£ní, a udávají, jak se v p°írod¥ jedna z moºností m¥ní
ve skute£nost. Lze zmínit známou podmínku stabilní statické rovnováhy soustavy, která °íká, ºe v soustav¥ £ástic
se ustaví rovnováha tak, aby potenciální energie byla co nejmen²í. Vyjad°uje to jakousi `úspornost' p°írody, ale
také jednozna£nost ve snaze dosáhnout extremálního stavu.

P°i genezi t¥chto p°edná²ek sehrála úlohu práv¥ snaha podat teorii mechaniky a elektrodynamiky z jednot-
ného hlediska zaloºeného na varia£ních principech. P°itom je klasická teoretická fyzika podávána ucelen¥ tak,
aby na ni mohla navazovat fyzika kvantová.

I kdyº se auto°i podíleli na formulaci jednotlivých kapitol r·znou m¥rou, vznikl celý text na základ¥ t¥sné
vzájemné kritické spolupráce. Byly samoz°ejm¥ vzaty v úvahu i zku²enosti a p°ipomínky student·, kte°í obsah
knihy v podob¥ skript po dlouhá léta pouºívali. Na záv¥r bychom cht¥li pod¥kovat Ing. Petru Novotnému, Ph.D.,
a recenzent·m za cenná doporu£ení, Ing. Mgr. Michalu Jexovi, Ph.D. za pe£livé provedení obrázk· a pracovní-
k·m nakladatelství Karolinum za zodpov¥dné technické provedení publikace.

V Praze v dubnu 2017 Auto°i

(Autor: Lubomír Matoušek)





Kapitola 1

Úvod

1.1 Co je teoretická fyzika

Teoretická fyzika má za cíl vytvo°it souhrnný my²lenkový obraz reálného sv¥ta, vlastností hmoty a pohybu na
základní, fyzikální úrovni. Vychází p°itom z p°esv¥d£ení o materiálnosti sv¥ta a jeho jednot¥. Zobecn¥ním nahro-
mad¥né zku²enosti a experimentálních poznatk·, tedy induktivn¥ (aº intuitivn¥), se snaºí formulovat základní
fyzikální principy a z nich potom deduktivním zp·sobem, za pomoci matematického aparátu, dospívat v dané
konkretní situaci k p°edpov¥dím, které je moºno porovnávat s výsledky experimentu.

P°esv¥d£ení o materiálnosti sv¥ta znamená, ºe fyzik p°edpokládá objektivní, na jeho my²lení nezávislou
existenci v¥cí a jev·, z ní své zákony odvozuje a záv¥ry své teorie op¥t s touto skute£ností konfrontuje. Tato
konfrontace nebývá snadnou záleºitostí. Jeden a týº fakt m·ºe být £asto r·zn¥ chápán a r·zn¥ teoreticky
vysv¥tlován. Experiment m·ºe svést teorii na scestí a naopak. Teprve souhrn velkého mnoºství experimentálních
fakt, která souhlasí s teorií, a zejména úsp¥²ná praktická aplikace teorie, mohou dosv¥d£it její oprávn¥nost.
Naopak jediný experimentální fakt, který je s teorií prokazateln¥ v rozporu, dokazuje její nepravdivost, v lep²ím
p°ípad¥ neúplnost.

I kdyº fyzikální teorie je budována, podobn¥ jako teorie matematická, deduktivním, `axiomatickým' zp·-
sobem, tj. logickým odvozováním z omezeného po£tu jednoduchých tvrzení, která se jiº nedokazují, je zde ve
srovnání s matematikou podstatný rozdíl. Matematika zkoumá vlastnosti abstraktních my²lenkových struktur
a nezabývá se jejich vztahem k reálné skute£nosti. Tak nap°íklad matematika prozkoumala vlastnosti nejr·z-
n¥j²ích abstraktních prostor·, ale rozhodnout o tom, které z t¥chto vlastností odpovídají reálnému prostoru
v daných podmínkách, náleºí fyzice. Geometrie na²eho sv¥ta je tedy vlastn¥ sou£ástí fyziky.

Dnes víme, ºe axiomatické teorie nemohou být ani logicky zcela uzav°eny samy v sob¥ a fyzika se p°i
budování svých teorií nikdy nerozpakovala op°ít o experimentální poznatek jako zásadní argument. Krom¥
toho, jak fyzika postihuje stále sloºit¥j²í skute£nost, jsou její teorie ur£itým zp·sobem hierarchizovány. P°esn¥j²í
a sloºit¥j²í experimenty mohou být s teorií v rozporu a mohou ji tak vyvracet nebo dokazovat její omezenost
na ur£itý okruh jev·. Práv¥ vyvratitelnost fyzikální teorie je p°íznakem její v¥deckosti (tzv. princip falzi�kace).

Fyzikální teorie v takovém p°ípad¥ zpravidla nebývá odvrºena jako celek, ale stane se mezním p°ípadem
teorie nové, obecn¥j²í (princip korespondence). Tak pro rychlosti pohybu malé ve srovnání s rychlostí sv¥tla
m·ºe být relativistická mechanika s dobrou p°esností nahrazena mechanikou Newtonovou, pro pohyby, kdy
m·ºeme zanedbat Planckovu konstantu vzhledem k ostatním veli£inám téhoº fyzikálního rozm¥ru, p°echází
kvantová fyzika ve fyziku klasickou. P°i podrobn¥j²ím zkoumání vystihuje fyzika stále jemn¥j²í a sloºit¥j²í d¥je.
P°itom je s podivem, ºe se popis t¥chto d¥j· nestává stále chaoti£t¥j²ím a nepochopiteln¥j²ím, ºe fyzikální
teorie neztrácí svou prediktivní sílu. �e£eno Einsteinovými slovy, na p°írod¥ je nejnepochopiteln¥j²í to, ºe je
pochopitelná.

P°edstava o jednot¥ sv¥ta, o jeho jednotné podstat¥ p°i v²í rozmanitosti jev·, se objevuje kupodivu b¥-
hem celého vývoje p°írodov¥dy. Tak °e£tí p°írodní �lozofové povaºovali za základ sv¥ta vodu (Thales), vzduch
(Anaximenes), ohe¬ (Herakleitos), neur£itou substanci apeiron (Anaximandros), £ty°i ºivly (Empedokles), £íslo
(Pythagoras), rozum, nús p°ipomínající energii (Anaxagoras).

O jednot¥ sv¥ta nebo alespo¬ námi pozorovaného vesmíru sv¥d£í jeho chemické sloºení z týchº prvk·, jak
ukazují spektra zá°ení vesmírných objekt·. Odtud dovozujeme i jednotný p·vod tohoto vesmíru. Dne²ní fyzika
°e²í otázku podstaty sv¥ta na úrovni elementárních £ástic, lepton·, kvark· a kalibra£ních £ástic, a rozeznává
£ty°i druhy vzájemného p·sobení (interakcí) mezi £ásticemi: gravita£ní, elektromagnetické, slabé a silné. Teo-
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10 KAPITOLA 1. ÚVOD

reticky i experimentáln¥ se poda°ilo prokázat, ºe elektromagnetické a slabé síly jsou projevem jedné a téºe
elektroslabé interakce. Nedávný objev Higgsova bosonu podporuje sjednocení elektroslabých a silných interakcí
do standardního modelu elementárních £ástic.

Otázka jednotné podstaty £ástic a jednotné teorie v²ech silových polí není v²ak dosud do°e²ena. N¥kte°í
fyzikové nazývají takovou teorii, k níº napínají své úsilí, pon¥kud provokujícím ozna£ením `teorie v²eho' a £elí
p°itom výtkám z domý²livosti se strany t¥ch, kte°í nemají dost smyslu pro humor.

1.2 Fyzikální soustavy

Máme-li formulovat fyzikální teorii, musíme p°edev²ím p°esn¥ vymezit p°edm¥t na²eho zkoumání, de�novat
fyzikální soustavu. Touto soustavou je koneckonc· vºdy reálný objekt ve vzájemné interakci se v²emi ostatními
objekty. Jeho vlastnosti a bohatství vztah· k dal²ím objekt·m jsou nevy£erpatelné a nelze je v²echny poznat
nebo vzít v úvahu. V dané konkretní situaci a pro daný praktický ú£el jsou v²ak n¥které vlastnosti podstatné,
jiné nepodstatné, a to nám umoº¬uje nahradit reálný objekt modelem, který nese pouze vlastnosti v dané
souvislosti podstatné.

Nejjednodu²²ím fyzikálním modelem je `hmotný bod', £ástice nebo t¥leso zbavená v²ech svých vlastností
s výjimkou polohy v prostoru v daném okamºiku a své hmotnosti. Vy²²í sloºitost má soustava kone£ného po£tu
hmotných bod·, a dále tuhé t¥leso, jehoº pohyb lze redukovat na pohyb trojice hmotných bod· v nem¥nných
vzájemných vzdálenostech a neleºících v jedné p°ímce. Zajímá nás kon�gurace (poloha) dané soustavy a její
vývoj v £ase. V p°ípad¥ kone£ného po£tu hmotných bod· musíme v¥d¥t jak se m¥ní jejich polohové vektory,
tj. musíme znát zákon pohybu kaºdého hmotného bodu. Tyto zákony zjistíme °e²ením pohybových rovnic. Jsou
to oby£ejné diferenciální rovnice a k tomu, abychom na²li jejich jednozna£né °e²ení, musíme znát téº po£áte£ní
podmínky, tj. polohy a rychlosti v²ech hmotných bod· v n¥jakém okamºiku.

M·ºeme zkoumat také soustavy nekone£ného po£tu hmotných bod·, za jaké povaºujeme nap°íklad pruºné
t¥leso nebo n¥jaký objem tekutiny (kapaliny, plynu). Zdálo by se nemoºné °e²it soustavu nekone£ného po£tu
pohybových rovnic pro takové hmotné body. M·ºeme v²ak p°ejít v limit¥ ke kontinuu a popisovat tyto soustavy
jako spojité prost°edí. Pak lze jeho kon�guraci ur£it funkcemi prostorových sou°adnic a £asu, a jejich £asový
vývoj je °e²ením parciálních diferenciálních rovnic. K jednozna£nosti °e²ení t¥chto rovnic musí být zadány téº
okrajové (hrani£ní) podmínky. Podobn¥ jako pro kontinuum lze formulovat i parciální diferenciální rovnice
pro pohyb pole, nap°íklad elektromagnetického nebo gravita£ního. Model pole p°edstavuje nezávislou fyzikální
realitu, kterou nelze p°evést na mechanické kontinuum.

Kon�guraci soustavy nemusíme ur£ovat jen kartézskými sou°adnicemi a vektory v trojrozm¥rném prostoru,
jak je typické nap°íklad pro Newtonovu mechaniku. M·ºeme jej ur£ovat i hodnotami jiných geometrických
veli£in, které lze experimentáln¥ zjistit. P°itom sta£í znát pouze hodnoty úplného souboru nezávislých veli£in
ak, tj. nejmen²ího po£tu veli£in, které pln¥ ur£ují kon�guraci soustavy v daném okamºiku. Tento po£et nazýváme
po£et stup¬· volnosti. Pro soustavu N volných hmotných bod· je po£et stup¬· volnosti roven s = 3N , pro tuhé
t¥leso je s = 6, pro kontinuum a pro pole je po£et stup¬· volnosti nekone£ný. Jsou-li ov²em hmotné body
podrobeny vazbám, jako nap°íklad pohybuje-li se hmotný bod na zemském povrchu, po£et stup¬· volnosti se
sniºuje (v daném p°ípad¥ na s = 2). Hodnoty veli£in ak se m¥ní v £ase; mluvíme o pohybu soustavy a £asové
závislosti ak(t) ur£ují trajektorie pohybu soustavy. Ty jsou °e²ením pohybových rovnic se zadanými po£áte£ními
podmínkami ak(t0), ȧk(t0), které udávají stav soustavy v okamºiku t = t0.

Výsledný pohyb bude záviset na vnit°ním a vn¥j²ím p·sobení (interakcích) v soustav¥. Je-li vn¥j²í p·sobení
na soustavu zanedbatelné, mluvíme o soustav¥ izolované (uzav°ené). Pak záleºí pouze na vzájemném p·sobení
jednotlivých £ástí soustavy. Jiný d·leºitý p°ípad nastává tehdy, pohybuje-li se soustava v nem¥nných vn¥j²ích
podmínkách, které sama neovliv¬uje, nap°íklad v £asov¥ konstantním vn¥j²ím silovém poli. Jsou-li vn¥j²í pod-
mínky prom¥nné, záleºí op¥t na tom, zda se m¥ní zadaným zp·sobem, tedy díky vliv·m mimo soustavu, nebo
zda dochází ke vzájemnému ovli¬ování soustavy s okolím. Tento nejsloºit¥j²í, i kdyº fyzikáln¥ nejreáln¥j²í p°ípad
pak vede na °e²ení soustav nelineárních diferenciálních rovnic. V Newtonov¥ mechanice je vzájemné p·sobení
popisováno vektorovou veli£inou zvanou síla. Tento popis v²ak £asto nebývá nejvhodn¥j²í a vyjád°ení síly v da-
ném konkretním p°ípad¥ m·ºe £init potíºe. V teoretické fyzice se ukazuje ú£inn¥j²í a také elegantn¥j²í popisovat
vzájemné p·sobení skalárními funkcemi, jako je nap°íklad potenciální energie, Lagrangeova £i Hamiltonova
funkce apod.
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1.3 Fyzikální principy

P°i výstavb¥ fyzikální teorie a odvozování pohybových rovnic vycházíme z obecných princip· získaných z ex-
periment·. Tyto principy vyjad°ují obecné vlastnosti, krásu a symetrie p°írody. Nejznám¥j²í jsou zákony za-
chování. V izolované mechanické soustav¥ jsou to zákony zachování mechanické energie, hybnosti, momentu
hybnosti a rychlosti t¥ºi²t¥. Tyto zákony lze odvodit z vlastností symetrie prostoru a £asu a p°edstavují cel-
kem 10 konstant, které se b¥hem pohybu soustavy nem¥ní. Z matematického hlediska jsou to tzv. integrály
pohybu a usnad¬ují °e²ení pohybových rovnic. V dal²ích oblastech fyziky se uplat¬ují i jiné zákony zachování,
zejména zákon zachování elektrického náboje, zákon zachování parity, zákony zachování r·zných kvantových £ísel
(elektronového, mionového, tauonového aj.), £asto s poetickými názvy (zákony zachování leptonového náboje,
baryonového náboje, podivnosti, p·vabu, krásy, pravdy aj.).

Tyto zákony vyjad°ují experimentáln¥ potvrzované skute£nosti, ºe n¥které d¥je a reakce v p°írod¥ nemohou
probíhat. Tak podle zákona zachování energie nelze sestrojit perpetuum mobile prvního druhu, podle zákona
zachování elektrického náboje se elektron nem·ºe rozpadnout na dva fotony apod. N¥které zákony zachování
v²ak neplatí univerzáln¥, ale jen pro ur£itý druh interakcí. Tak zákon zachování parity, který souvisí s invariancí
jev· v·£i zrcadlovému zobrazení, obecn¥ platí s výjimkou slabých interakcí, uplat¬ujících se nap°íklad p°i
radioaktivní p°em¥n¥ beta za ú£asti neutrina. V termodynamice se setkáváme se zákony, které neplatí striktn¥,
ale mají pravd¥podobnostní charakter. Tak by se nap°íklad v²echny molekuly plynu v n¥jaké nádob¥ mohly
samovoln¥ shromáºdit v jedné polovin¥ nádoby, ale podle druhé v¥ty termodynamické to neo£ekáváme, je to
nesmírn¥ málo pravd¥podobné. Podobn¥ neo£ekáváme, ºe nám p°i hodu kostkou padne milionkrát po sob¥
²estka.

Jak bylo °e£eno, zákony zachování úzce souvisí s vlastnostmi prostoru a £asu, p°ípadn¥ dal²ích abstraktních
fyzikálních prostor·. Jsou pojevem princip· symetrie (invariance, relativity), které udávají, jaké mohou být
transformace prostoru a £asu, aby se tvar pohybových rovnic fyzikální soustavy nezm¥nil. T¥mito transformacemi
se zabývá matematická teorie grup, která hraje d·leºitou úlohu práv¥ v teorii elementárních £ástic. Principy
symetrie vycházejí z jednoho z nejobecn¥j²ích princip· p°írody, který bychom mohli nazvat princip dostate£ného
d·vodu. Pohyb fyzikální soustavy m·ºe probíhat mnoha r·znými moºnými zp·soby a p°íroda to také zkou²í.
Nakonec se v²ak m·ºe realizovat jen jeden, za stejných podmínek vºdy týº zp·sob, a musí k tomu být n¥jaký
d·vod. Pouze díky tomu je moºná existence p°írodních zákon· a exaktních v¥d. �e²ení úlohy o pohybu tedy
znamená zjistit, který z moºných pohyb· se za daných podmínek stane skute£ností. P°em¥na moºného ve
skute£né, která vlastn¥ probíhá i v na²em kaºdodenním ºivot¥, je d·leºitou otázkou �lozo�ckou a zabýval se jí
ve starov¥ku uº Aristoteles. Moºností je vºdy mnoho, skute£nost pak ale jen jedna.

Newton kdysi napsal pohybové rovnice hmotných bod· jako postuláty vycházející z experiment·, bez od-
vození z n¥jakých obecných princip·. V teoretické fyzice odvozujeme tyto rovnice z tzv. varia£ních princip·,
které zkoumají r·zné moºnoti pohybu a udávají kritéria, podle nichº bude probíhat skute£ný pohyb. Tyto prin-
cipy zkoumá £ást matematické analýzy zvaná varia£ní po£et. Jsou nesmírn¥ krásné a obecné a jak uvidíme,
lze je uplatnit nejen v mechanice, ale i v teorii elektromagnetismu a dal²ích oblastech fyziky. Vycházejí z toho,
ºe ur£itá veli£ina charakterizující fyzikální soustavu, která má matematickou podobu tzv. funkcionálu, musí
p°i skute£ném pohybu nabývat extremální nebo stacionární hodnoty. P°íkladem m·ºe být podmínka stabilní
statické rovnováhy, která vyºaduje, aby potenciální energie soustavy byla minimální.

1.4 Historický vývoj teoretické fyziky

První fyzikální principy, z nichº vychází teoretická fyzika, se v náznacích objevovaly uº ve starov¥ku. Tak
Aristoteles (384�322 p°. n. l.) vyslovil princip, podle n¥hoº síly p·sobící na páce jsou v rovnováze, jsou-
li úm¥rné rychlostem. P°ipomíná to princip virtuáních posunutí, který mnohem pozd¥ji formuloval Johann
Bernoulli (1667�1748) a který se stal matematickým východiskem pro °e²ení úloh o statice. Archimedes
(287�212 p°. n. l.) stanovil podmínky rovnováhy na páce a hydrostatické rovnováhy. Heron Alexandrijský
v 1. století n. l. formuloval varia£ní princip podle n¥hoº Pohybující se se snaºí pohybovat po dráze, která je
vzhledem k prostorové vzdálenosti nejkrat²í, protoºe p°edm¥t nemá £as na pomalej²í pohyb. Dokázal také, ºe
sv¥tlo se p°i odrazu pohybuje po nejkrat²í dráze.

P°esto v²ak po£átky teoretické fyziky spadají aº do 17. století a jsou spojeny s pracemi Isaaca Newtona
(1643�1727). Newton podal de�nice základních mechanických veli£in a vytvo°il také pro teoretickou mechaniku
nezbytný matematický aparát, diferenciální a integrální po£et. Prvním, p°ímo zakladatelským dílem teoretické
fyziky se tak stala Newtonova Philosophiae naturalis principia mathematica z roku 1687. Newton se p°i formulaci
zákon· mechaniky opíral o experimentální poznatky Galilea Galileiho (1554�1642) a o zákony Keplerovy.
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Johannes Kepler (1571�1630) p°itom odvodil své zákony za svého p·sobení v Praze na základ¥ p°esných
astronomických m¥°ení Tychona Brahe (1546�1601). V tomto smyslu m·ºeme tedy dokonce povaºovat Prahu
za rodi²t¥ teoretické astronomie a mechaniky.

Jiº v Newtonov¥ dob¥ se rýsoval i alternativní p°ístup k matematickému popisu mechanického pohybu. Tak
velký Newton·v soupe°, n¥mecký matematik a �lozof Gottfried Wilhelm Leibniz (1646�1716) prosazoval
pro popis pohybu místo síly skalární funkci a volil veli£inu mv2 nazývanou tehdy `ºivá síla'. N¥které extremální
úlohy, nap°íklad úloha o brachistochron¥ (k°ivka, po níº se hmotný bod v tíhovém poli spou²tí z vý²e poloºeného
místa na níºe poloºené za nejkrat²í dobu), si vynutily vytvo°ení dal²í oblasti matematické analýzy, varia£ního
po£tu. Zásluhu o n¥j mají zejména Jacob (1654�1705) a Johann Bernoulliové a Leonhard Euler (1707�
1783). Jean Le Rond d'Alembert (1717�1783) formuloval obecný diferenciální princip, který je matematicky
ekvivalentní Newtonovým pohybovým rovnicím a umoº¬uje provést syntézu statiky a dynamiky.

Integrální princip minimální akce, který se stal východiskem tzv. analytické mechaniky, je p°ipisovánPierrovi
Maupertuisovi (1698�1759), i kdyº k n¥mu dosp¥li jiº d°íve Leibniz a Euler. Joseph Louis Lagrange (1736�
1813) roz²í°il a vymezil tento princip jako princip stacionární akce a vycházel z n¥ho p°i své formulaci analytické
mechaniky. Jeho díloMécanique analytique z roku 1788 se stalo dal²ím mezníkem ve vývoji teoretické mechaniky.
Je²t¥ obecn¥j²í podobu tomuto principu dal v 19. století irský matematik William Rowan Hamilton (1805�
1865) a jeho jménem budeme také tento princip nazývat. V pon¥kud jiné podob¥ odvodili varia£ní principy
pro r·zné p°ípady pohybu Carl Friedrich Gauss (1777�1855), Heinrich Hertz (1857�1894) a jiní. D·leºi-
tou modi�kací je i podoba, kterou dal analytické mechanice Karl Jacobi (1804�1851). Hamilton·v-Jacobiho
formalismus se ukázal být vhodným východiskem i pro formulaci matematické podoby mechaniky kvantové.

Mimo°ádnou úlohu ve vývoji fyziky sehrál objev zákona zachování energie, který byl formulován jiº ve 40. le-
tech 19. století (Julius Mayer (1814�1878), James Joule (1818�1889) aHermann Helmholtz (1821�1894)).
Je jedním z nejobecn¥j²ích zákon· zachování, který umoº¬oval propojit jednotlivé oblasti fyziky a byl postupn¥
p°ijímán jako základní princip p°írody. Studium energetických p°em¥n i v souvislosti s pot°ebami technického
rozvoje vedlo ke vzniku termodynamiky, s níº do fyziky postupn¥ pronikalo v¥domí o úloze náhody a pravd¥-
podobnosti. Druhý termodynamický zákon formuloval Rudolph Clausius (1822�1888) v roce 1850. Odtud se
postupn¥ odvinula statistická fyzika, zejména v pracích Ludwiga Boltzmanna (1844�1906). Boltzmann na²el
vztah mezi entropií a pravd¥podobností stavu, který pozd¥ji sehrál d·leºitou úlohu v moderní kvantové fyzice
a teorii informace.

Vedle mechaniky se od po£átku 17. století rozvíjel výzkum elektrických a magnetických jev·. Dovr²ení
na²el v pracích Michaela Faradaye (1791�1867), v²estranného experimentátora, objevitele elektromagnetické
indukce. P°estoºe Faraday nem¥l hlub²í matematickou p°ípravu, m¥l vynikající fyzikální intuici, která ho p°ivedla
k p°edstav¥ o elektromagnetickém poli a jeho silo£árách. Matematickou podobu dal zákon·m elektromagnetismu
James Clerk Maxwell (1831-1879) v podob¥ Maxwellových rovnic. Maxwell·v spis Treatise on Electricity
and Magnetism z roku 1873 sehrál v rozvoji teoretické fyziky podobnou úlohu jako kdysi Newtonova Principia.

V pr·b¥hu 19. století se fyzika postupn¥ opro²´ovala od mechanických model· elektrických, magnetických
a optických jev·, které byly vysv¥tlovány pomocí r·zných jemných substancí, �uid a éteru. Stalo se z°ejmým,
ºe vedle mechanických soustav, £ástic a t¥les je t°eba p°ijmout existenci polí jako jiné fyzikální reality. Tato pole
zprost°edkují silová p·sobení, elektromagnetická i gravita£ní, a mohou mít i samostatnou existenci v podob¥
elektromagnetických, a z°ejm¥ i gravita£ních vln. Sv¥d£í o Newtonov¥ hlubokém chápání p°írody, kdyº odmítl
spekulovat o podstat¥ p°enosu gravita£ních sil Hypotheses non �ngo, Hypotézy si nevymý²lím a p°enechal tento
problém budoucím pokolením.

Ukázalo se, ºe Maxwellovy rovnice se nepod°izují Galileiho transformacím mezi inerciálními vztaºnými sou-
stavami, ale obecn¥j²ím transformacím Lorentzovým (Hendrik Antoon Lorentz (1853�1928)). To pak p°ivedlo
Alberta Einsteina (1879�1955), který se shodou okolností narodil práv¥ v roce Maxwellova úmrtí, k objevu
speciální teorie relativity. Za okamºik jejího vzniku se povaºuje rok 1905, kdy se objevila Einsteinova práce
Zur Elektrodynamik bewegter Körper. Speciální teorie relativity zobecnila Newtonovu mechaniku i na pohyby
probíhající rychlostmi blízkými rychlosti sv¥tla a propojila mechaniku s elektromagnetismem. Pohybové rov-
nice relativistické mechaniky i rovnice Maxwellovy lze odvodit, jak uvidíme, na základ¥ jednotného varia£ního
principu a popsat tak chování soustavy nabitých £ástic v elektromagnetickém poli. Einstein pozd¥ji (1915) ve
své obecné teorii relativity podal i výklad gravita£ního pole jako d·sledek zak°ivení prostoro£asu.

Studium spektra rovnováºného zá°ení p°ivedlo Maxe Plancka (1858�1947) v roce 1899 ke kvantové hypo-
téze, k poznání o kvantování energie a o p°etrºitosti p°írodních jev·. Tím za£alo nové období rozvoje teore-
tické fyziky, které vyvrcholilo ve 20. letech 20. století pracemi Erwina Schrödingera (1887�1961), Wernera
Heisenberga (1901�1976) a Maxe Borna (1882�1970). V nich byl vytvo°en matematický aparát kvantové
mechaniky, s jejíº pomocí se poda°ilo vysv¥tlit vlastnosti a chování atom· a molekul a dát tak teoretický základ
i chemii.
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Dvacáté století se stalo stoletím fyziky kvantové a relativistické, v nichº na²la klasická mechanika a elektro-
dynamika své zobecn¥ní. Jak kvantová, tak relativistická fyzika p°ivedla k °ad¥ nových zdánliv¥ paradoxních
jev·, které se vymykají na²í p°edstavivosti a b¥ºné denní zku²enosti, ale jsou v dokonalé shod¥ s fyzikálními
experimenty. P°itom kvantová a relativistická fyzika pramení z r·zných východisek a dlouhou dobu mezi nimi
nebyla dostate£ná shoda. Pracemi Paula Diraca (1902�1984), Richarda Feynmana (1918�1988) a dal²ích se
poda°ilo p°eklenout tento rozpor a vytvo°it kvantovou elektrodynamiku, jejíº p°edpov¥di byly experimentáln¥
ov¥°eny s vynikající p°esností. V dne²ní dob¥ se úsilí teoretických fyzik· soust°e¤uje na ov¥°ování tzv. stan-
dardního modelu elektroslabých a silných interakcí elementárních £ástic. Vzdáleným cílem je vytvo°ení jednotné
teorie v²ech p°írodních interakcí. K tomu je t°eba vybudovat i kvantovou teorii gravitace, která ov²em souvisí
se vznikem, vývojem a d¥ním ve vesmíru. Podrobn¥j²í údaje o vzniku a vývoji fyziky v£etn¥ teoretické lze najít
nap°. v [24].



Kapitola 2

Newtonova mechanika

2.1 Newtonovy zákony

Newtonova mechanika, která p°edstavuje první fyzikální teorii, byla vytvo°ena p°edev²ím k popisu pohybu
nebeských t¥les jako soustavy volných hmotných bod·. Interakce mezi jednotlivými hmotnými body je dána
zákonem silového p·sobení, v daném p°ípad¥ Newtonovým zákonem gravita£ním. Takto vyjád°ené síly pak
vystupují v Newtonových pohybových rovnicích, jejichº °e²ením najdeme zákon pohybu soustavy, tj. zm¥nu
polohy jednotlivých £ástic v £ase. Jako míra mnoºství jejich pohybu slouºí sou£in hmotnosti a rychlosti £ástic,
tedy veli£ina, kterou nazýváme hybnost. Síla a hybnost jsou typickým p°íkladem vektorové fyzikální veli£iny
a Newtonova mechanika je proto mechanikou vektorovou.

Newtonova mechanika je zaloºena na t°ech základních zákonech, vlastn¥ axiomech, které Newton postuloval
na základ¥ zku²enosti:

1. Zákon setrva£nosti:

Kaºdé t¥leso setrvává ve svém stavu klidu nebo rovnom¥rného p°ímo£arého pohybu, pokud a dokud není vti²-
t¥nými silami donuceno sv·j stav zm¥nit.

2. Zákon síly:

Zm¥na pohybu je úm¥rná hybné vti²t¥né síle a nastává ve sm¥ru p°ímky, podél níº síla p·sobí.

3. Zákon akce a reakce:

Proti akci vºdy existuje stejn¥ velká reakce; jinak: vzájemná p·sobení dvou t¥les jsou si vºdy rovna a mí°í na
opa£né strany.

První Newton·v zákon byl vlastn¥ formulován jiº Galileim a úzce souvisí s pojmem inerciální vztaºné
soustavy (systému). Pod pojmem `vti²t¥ných' sil se rozumí tzv. síly pravé, tj. takové, p°i nichº jedno
t¥leso p·sobí na druhé; m·ºeme tedy ukázat na zdroj t¥chto sil. Newton·v termín `t¥leso' (latinsky `corpus')
interpretujeme dnes jako tzv. hmotný bod, tedy objekt, který je charakterizován pouze svou polohou (trojicí
kartézských sou°adnic) a hmotností. Pro stru£nost, pokud nem·ºe dojít k zám¥n¥, budeme v mechanice místo
výrazu hmotný bod n¥kdy pouºívat termín £ástice. Zákon setrva£nosti pak tvrdí, ºe £ástice, na niº nep·sobí
pravé síly (bezsilová £ástice), nebo jsou-li tyto pravé síly vyrovnány, se pohybuje rovnom¥rn¥ p°ímo£a°e nebo
z·stává v klidu.

Pohyb £ástice musíme ov²em vºdy pozorovat v ur£ité vztaºné soustav¥. Pokud se v této soustav¥ zákon
setrva£nosti (inercie) experimentáln¥ potvrzuje, nazýváme tuto soustavu inerciální. Z £ist¥ logického hlediska
je to ov²em kruh � inerciální soustava je ta, v níº platí zákon inercie a zákon inercie platí v inerciální soustav¥.
K ur£ení inerciální soustavy sta£í t°i vhodn¥ vybrané bezsilové £ástice a kaºdá dal²í bezsilová £ástice se v takové
soustav¥ bude pohybovat rovnom¥rn¥ p°ímo£a°e. Zp·sob výb¥ru t¥chto t°í £ástic udává Langeova v¥ta (Ludwig
Lange 1863�1936):

14
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Inerciální soustavou je kaºdá soustava sou°adnic, v·£i níº jsou dráhy t°í hmotných bod· (které neleºí
v jedné p°ímce) vypu²t¥ných ze stejného bodu prostoru a pak ponechaných sob¥ samým, vesm¥s
p°ímo£aré. Vzhledem k inerciální soustav¥ je pak i dráha kaºdého £tvrtého sob¥ samému ponechaného
bodu p°ímo£ará.

K tomu je ov²em t°eba p°i°adit i inerciální £asovou stupnici, tj. takovou, vzhledem k níº hmotný bod ponechaný
sám sob¥ urazí na své dráze za stejnou dobu stejnou vzdálenost.

Pokud vztaºná soustava nebude inerciální, budou v ní pohyb £ástic ovliv¬ovat tzv. setrva£né (nepravé)
síly, které nemají sv·j zdroj v jiných £ásticích nebo t¥lesech. Je otázkou, odkud se tyto síly berou. Newton si
dob°e uv¥domoval hluboký smysl svého zákona setrva£nosti a i kdyº je²t¥ nepouºíval pojem inerciální vztaºné
soustavy, domníval se, ºe pohyb je t°eba vztahovat k nehybnému, absolutnímu prostoru a dobu k nezávisle
plynoucímu £asu. Takový absolutní prostor bez t¥les má pon¥kud chimérický charakter, a proto se Ernst Mach
(1838�1916) pokusil hledat p·vod setrva£ných sil v celkovém rozloºení £ástic ve vesmíru (Mach·v princip).

Zákon setrva£nosti p°edpokládá, ºe existuje alespo¬ jedna inerciální vztaºná soustava. Nakolik je tento
p°edpoklad spln¥n, je otázkou experimentálního ov¥°ení. Víme, ºe v praxi uºívané vztaºné soustavy (spojené se
Zemí, se Sluncem a rovinou ekliptiky, se stálicemi) spl¬ují poºadavek inerciálnosti pouze p°ibliºn¥. S nejv¥t²í
p°esností za inerciální povaºujeme soustavu spojenou se systémem vzdálených galaxií, ale je moºné, ºe dokonale
inerciální vztaºná soustava v·bec neexistuje. Bylo by lákavé spojit vztaºnou soustavu s pozorovaným vesmírem
jako celkem; problém je ov²em v tom, ºe tento vesmír je podle na²ich dosavadních znalostí unikátní a jeho
p°ípadný pohyb nemáme v·£i £emu vymezit.

Matematická vsuvka 1.
Vektory a Einsteinovo suma£ní pravidlo

Vektorové veli£iny v trojrozm¥rném eukleidovském prostoru chápeme jako uspo°ádané trojice (reálných)
£ísel, které se p°i p°echodu od jedné kartézské soustavy sou°adnic k druhé transformují lineárními ortogonálními
transformacemi stejn¥ jako polohový vektor (nazývaný £asto nehezky `rádiusvektor') r = (x, y, z) = (x1, x2, x3)
tvo°ený t°emi kartézskými sou°adnicemi. Obecný vektor a = (ax, ay, az) = (a1, a2, a3) m·ºeme zapsat pomocí
jednoho indexu (nap°. i, j, k apod.), který nabývá hodnot 1,2,3. Zkrácen¥ tedy a = ai. Ve vektorové algeb°e
je zavedeno s£ítání vektor· vztahem ci = ai + bi a násobení vektoru £íslem bi = kai Tyto operace spl¬ují
komutativní, asociativní a distributivní zákony. Dále je de�nován vektor nulový a ke kaºdému vektoru vektor
opa£ný. Taková mnoºina vektor· se pak nazývá vektorový prostor.

M·ºeme si ho názorn¥ p°edstavit také jako prostor orientovaných úse£ek (`²ipek') a jeho sou°adnice ai jako
orientované projekce t¥chto úse£ek do kartézských os. S£ítání takových vektor· je pak de�nováno pravidlem
úhlop°í£ky v rovnob¥ºníku tvo°eném t¥mito úse£kami. Vektory tedy popisují fyzikální veli£iny, které jsou cha-
rakterizovány krom¥ velikosti téº sm¥rem.

Zavedeme tzv. Einsteinovo suma£ní pravidlo obvyklé v teoretické fyzice: index, který se v n¥kterém £lenu
vyskytuje dvakrát, se automaticky povaºuje za s£ítací. Tak a′i = αijaj je zkrácený zápis pro a′i =

∑3
j=1 αijaj .

Podobn¥
aiai = a1a1 + a2a2 + a3a3 = |a|2 = a2. (2.1)

V²imn¥te si, ºe tato veli£ina uº není vektorem, není charakterizována indexem a p°edstavuje druhou mocninu
velikosti vektoru a, tedy £íslo. Poznamenejme, ºe pro s£ítací index m·ºeme pouºít libovolné písmeno, pokud se
toto písmeno v daném £lenu uº neobjevuje. Dále de�nujeme Kronecker·v symbol δij jako

δij =

{
1 pro i = j
0 pro i ̸= j.

(2.2)

Lineární transformace vektor·
a′i = αij aj (2.3)

je ur£ena transforma£ní maticí αij . Pokud její koe�cienty spl¬ují podmínku

αik αij = δkj , (2.4)

nazývá se tato transformace ortogonální. P°íkladem takové transformace m·ºe být pooto£ení sou°adných os
v prostoru. Má tu vlastnost, ºe ponechává beze zm¥ny euklidovské vzdálenosti bod· a úhly mezi p°ímkami.
Budou-li polohové vektory jednoho z bod· xi a druhého yi, platí pro druhou mocninu vzdálenosti mezi body

(x′i − y′i)(x
′
i − y′i) = αijαik(xj − yj)(xk − yk) = (xj − yj)(xj − yj).
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Inverzní transformaci dostaneme tak, ºe vztah (2.3) vynásobíme αik a vys£ítáme p°es i:

αik a
′
i = αik αij aj = δkj aj = ak .

Tento vztah m·ºeme p°epsat téº jako

aj = αij a
′
i nebo ai = αjia

′
j . (2.5)

Porovnáním s (2.3) vidíme, ºe inverzní transformace je ur£ena transponovanou transforma£ní maticí.
Podle pravidel násobení matic m·ºeme zapsat vztah (2.4) ve tvaru

ATA = I, (2.6)

kde A je matice koe�cient· αij , AT je matice transponovaná a I je jednotková matice. Vzhledem k tomu, ºe
|ATA| = |A|2 = 1, vidíme, ºe determinant matice A m·ºe nabývat hodnot |A| = ±1. Hodnot¥ +1 odpovídají
tzv. vlastní ortogonální transformace, hodnot¥ -1 nevlastní ortogonální transformace. Nevlastní ortogonální
transformace mají tu vlastnost, ºe pravoto£ivé kartézské soustavy sou°adnic p°echázejí v levoto£ivé a naopak.
Typickou nevlastní ortogonální transformací je inverze os, jejíº matice A = −I.

Vektory, které p°i inverzi sou°adných os m¥ní znaménka svých sou°adnic na opa£ná (nap°. polohový vektor
r = (x, y, z) nebo vektor rychlosti ṙ = (ẋ, ẏ, ż)) se nazývají vektory polární. Naproti tomu vektory, které p°i
inverzi sou°adných os znaménka svých sou°adnic nem¥ní, se nazývají axiální nebo téº pseudovektory (nap°.
moment hybnosti a kaºdý vektorový sou£in dvou polárních vektor·).

P°i studiu jakýchkoli transformací nás vºdy zajímá otázka invariant·, chceme v¥d¥t, které veli£iny se p°i
provedené transformaci nem¥ní. U vektor· jsou takovými invarianty z°ejm¥ velikost (absolutní hodnota) vektoru,
tj. délka vektorové úse£ky |a| = √

aiai, a také skalární sou£in dvou vektor·:

a · b = δijaibj = aibi (2.7)

(index u t¥chto výraz· po se£tení vymizí). Tyto invarianty nazýváme skaláry. Skalár je vºdy vyjád°en jedním
£íslem (nap°. hmotnost, elektrický náboj aj.). Pokud by taková veli£ina m¥nila p°i nevlastních transformacích
znaménko, ²lo by o pseudoskalár (nap°. skalární sou£in polárního a axiálního vektoru).

P°esv¥d£te se o tom, ºe jsou-li sm¥ry dvou vektorových úse£ek vzájemn¥ kolmé, je skalární sou£in t¥chto
vektor· roven nule.

Lze dokázat, ºe existuje-li jedna inerciální vztaºná soustava, existuje jich nekone£ný po£et. Je-li soustava
S, kterou budeme povaºovat za nehybnou (laboratorní), de�novaná kartézskými osami sou°adnic x = x1, y =
x2, z = x3 inerciální, bude zrychlení hmotného bodu, na n¥jº nep·sobí pravé síly, nulové:

ẍj = aj = 0 , j = 1, 2, 3 . (2.8)

(£asovou derivaci ozna£ujeme spolu s Newtonem te£kou).
P°ejdeme nyní k nové vztaºné soustav¥ S′ pomocí tzv. obecné Galileiho transformace

x′i = αij (xj −Xj) . (2.9)

Zde αij jsou konstanty charakterizující nato£ení soustavy S′ v·£i S a Xj jsou sou°adnice po£átku O′ v S.
Po£átek O′ se p°itom pohybuje v £ase rovnom¥rn¥ p°ímo£a°e:

Xj = X0
j + Vjt , (2.10)

kde X0
j , Vj jsou konstanty. P°edpokládáme, ºe £as plyne ve v²ech vztaºných soustavách stejn¥, ºe je univerzální

a absolutní. V nerelativistické fyzice £as má tedy charakter parametru. Potom z°ejm¥

v′i = ẋ′i = αij (ẋj − Vj) (2.11)

a
a′i = ẍ′i = αij ẍj = αij aj . (2.12)

Z (2.12) plyne, ºe je-li zrychlení v soustav¥ S nulové, bude nulové i v soustav¥ S′ a ze zp¥tné transformace
dostaneme, ºe toto tvrzení platí i naopak. V²echny soustavy vázané s inerciální soustavou S transformací (2.9)
jsou tedy také inerciální a tvrzení je dokázáno.
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Zvlá²tním p°ípadem obecné transformace (2.9) je speciální Galileiho transformace, která p°edpokládá, ºe
odpovídající (stejnojmenné) osy obou soustav sou°adnic S a S′ jsou souhlasn¥ rovnob¥ºné, pohyb soustavy S′

probíhá v kladném sm¥ru osy x konstantní rychlostí V vzhledem k soustav¥ S a po£átky obou soustav O a O′

v jednom okamºiku splývají (viz obr. 6.1). Tento okamºik m·ºeme zvolit za po£áte£ní t = 0. V Newtonov¥
mechanice plyne £as ve v²ech vztaºných soustavách stejn¥. Máme tedy transformaci

x′ = x− V t , y′ = y , z′ = z , t′ = t . (2.13)

Zp¥tnou transformaci dostaneme snadno, uváºíme-li, ºe soustava S se pohybuje v·£i soustav¥ S′ rychlostí −V .
P°i p°echodu od jedné inerciální soustavy k druhé m·ºeme transformace (2.13) pouºívat bez újmy na obecnosti
(osu x m·ºeme vºdy zvolit ve sm¥ru vzájemného pohybu soustav a ostatní osy nato£it souhlasn¥ rovnob¥ºn¥).

Druhý Newton·v zákon formuluje my²lenku, ºe síla není p°í£inou pohybu (jak by se na první pohled zdálo),
nýbrº p°í£inou zm¥ny pohybu. Za míru pohybu zde bereme vektor hybnosti, který je pro hmotný bod hmotnosti
m pohybující se rychlostí v roven p = mv. Ozna£íme-li vektor síly jako F , m·ºeme psát

F = k
dp

dt
. (2.14)

Je-li hmotnost m konstantní, m·ºeme zákon (2.14) vyjád°it pomocí zrychlení v̇ = a ve tvaru

F = k m a. (2.15)

Na první pohled by se mohlo zdát, ºe druhý Newton·v zákon vlastn¥ de�nuje sílu a není tedy zákonem. Aby tomu
tak nebylo, je t°eba ur£it sílu nezávisle, tedy udat zákon silového p·sobení (interakce) mezi dv¥ma £ásticemi.
Toho si byl Newton v¥dom a doplnil své pohybové zákony o zákon gravita£ní. Podle tohoto zákona £ástice
o hmotnosti m1 a polohovém vektoru r1 p·sobí na £ástici o hmotnosti m2 a polohovém vektoru r2 p°itaºlivou
gravita£ní silou

F = −Gm1 m2

r2
r

r
, (2.16)

kde r = r2 − r1 a gravita£ní konstanta G = 6, 67 · 10−11 m3kg−1s−2.
Hmotnost £ástice ozna£ená symbolem m vystupuje jednak ve vztahu mezi silou a zrychlením (2.15), jednak

v gravita£ním zákonu (2.16). Newton si uv¥domoval, ºe odnikud neplyne, ºe by tyto dv¥ veli£iny ozna£ené týmº
symbolem musely být totoºné (nebo alespo¬ vzájemn¥ úm¥rné) a ºe je nutno to experimentáln¥ ov¥°it. V prvním
p°ípad¥ vystupuje hmotnost £ástice jako míra její setrva£nosti (hmotnost setrva£ná), která udává, jak velké síly
je t°eba k tomu, aby bylo £ástici ud¥leno dané zrychlení. Ve druhém p°ípad¥ je hmotnost m¥°ítkem gravita£ního
p·sobení mezi £ásticemi, tedy vystupuje jako jakýsi `náboj' hmoty (hmotnost gravita£ní).

Hmotnost je jednou ze základních vlastností hmoty, její existence je experimentální fakt a není moºno ji
de�novat pomocí jednodu²²ích pojm·. Je v²ak moºno a nutno udat zp·sob, jak hmotnost m¥°it, a ov¥°it vztah
mezi hmotností setrva£nou a gravita£ní. Dávná zku²enost i d·myslné úvahy a experimenty p°ivedly Galileiho
k záv¥ru, ºe v²echna t¥lesa, lehká i t¥ºká, nezávisle na jejich chemickém sloºení, padají ve vakuu se stejným
zrychlením. Odtud plyne i poznatek, ºe doba kyvu kyvadla nezávisí na jeho hmotnosti a Newton tuto skute£nost
ov¥°oval p°esnými experimenty. To sv¥d£í o vzájemné úm¥rnosti setrva£né a gravita£ní hmotnosti. Zvolíme-li
vztah (2.15) jako výchozí pro volbu jednotky hmotnosti a poloºíme v n¥m konstantu k = 1, musíme gravita£ní
konstantu ve vztahu (2.16) zjistit experimentáln¥. To provedl s vynikající p°esností v roce 1798 Henry Caven-
dish (1731�1810) pomocí torzních vah. Úm¥rnost setrva£né a gravita£ní hmotnosti umoº¬uje v praxi ur£ovat
hmotnost váºením. Je ov¥°ena s p°esností, kterou umoº¬ují fyzikální m¥°ení, a p°ivedla Einsteina k formulaci
tzv. principu ekvivalence. Blíºe se o n¥m zmíníme v odstavci 9.2 pojednávajícím o obecné teorii relativity.

Gravita£ní síly mezi dv¥ma £ásticemi, podobn¥ jako elektrostatické síly mezi dv¥ma bodovými náboji, jsou
p°íkladem sil centrálních a izotropních, tj. sil, které mí°í podél spojnice interagujících £ástic a nezávisí na
vybraném sm¥ru v prostoru. Jejich velikost je funkcí pouze vzdálenosti £ástic. Jsou proto invariantní v·£i
Galileiho transformaci a Newton·v zákon síly tak má stejný tvar ve v²ech inerciálních vztaºných soustavách.

Síla a hybnost jsou obecn¥ funkcemi £asu a v druhém Newtonov¥ zákonu je uvaºujeme v témº okamºiku.
P°edpokládáme, ºe zm¥na síly má za následek okamºitou zm¥nu hybnosti. Newtonova mechanika chápe inter-
akci jako actio in distans, okamºité silové p·sobení na dálku, bez zprost°edkujícího £initele (signálu). Nebere
v úvahu kone£nou rychlost ²í°ení interakce. Newton odmítl koncepce tehdej²í p°írodní �lozo�e o pohybu planet
p·sobením éterových v¥tr· a vír·, jak si je p°edstavoval Descartes, a meziplanetární prostor `vyprázdnil'. P°i-
tom zárove¬ odmítl vytvá°et spekulace a hypotézy o podstat¥ gravita£ního p·sobení.
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T°etí Newton·v zákon umoº¬uje p°ejít od mechaniky jedné £ástice k mechanice soustavy £ástic. Tento zákon
p°itom neplatí pro libovolné síly (neplatí nap°íklad pro síly mezi mezi pohybujícími se elektrickými náboji). Sou-
visí také s okamºitou rychlostí ²í°ení interakce, nebo´ p°edpokládá, ºe se vznikem nebo zánikem akce okamºit¥
vzniká £i zaniká i reakce. Jestliºe Newton·v zákon setrva£nosti a zákon síly vycházely uº z poznatk· Galileiho,
je zákon akce a reakce p·vodní Newton·v p°ínos.

V Newtonov¥ mechanice se dále uplat¬uje princip superpozice. Síly p·sobící na £ástici se strany více £ástic
se vektorov¥ s£ítají a vzájemn¥ se neovliv¬ují. Newtonova mechanika je tedy teorie lineární. V²echny t°i New-
tonovy zákony platí v téºe podob¥ ve v²ech inerciálních vztaºných soustavách spjatých vzájemn¥ Galileiovými
transformacemi (jsou galileiovsky invariantní). Odtud plyne Galileiho princip relativity:

V²echny mechanické d¥je probíhají ve v²ech inerciálních vztaºných soustavách spjatých Galileiovými
transformacemi podle stejných zákon·. Experimentálním zkoumáním mechanických d¥j· nelze tyto
inerciální vztaºné soustavy navzájem odli²it.

Z matematického hlediska Newtonova mechanika soustavy N £ástic vyºaduje °e²it 3N oby£ejných diferenciálních
rovnic druhého °ádu:

mα ẍαi(t) = Fαi . (2.17)

Index α = 1, 2, . . . , N £ísluje jednotlivé £ástice, i = 1 , 2 , 3 udává sou°adnice £ástic. Aby tato soustava rovnic
m¥la jednozna£né °e²ení, musíme znát 6N po£áte£ních podmínek

xαi(t0) = x0αi, ẋαi(t0) = v0αi , (2.18)

tj. polohy a rychlosti v²ech £ástic v daném okamºiku t0. Pak je kon�gurace soustavy ur£ená xαi(t), ẋαi(t) v libo-
volném okamºiku minulém £i budoucím jednozna£n¥ dána. Newtonova mechanika je tedy v tomto matematickém
smyslu p°ísn¥ deterministická, není v ní místo pro náhodu. Schopnost Newtonovy mechaniky p°esn¥ p°edvídat
vzájemnou polohu nebeských t¥les, zatm¥ní a pr·chody periodických komet, a dokonce vypo£ítat polohy dosud
neznámých t¥les (planetky, Neptun) p·sobila na sou£asníky velkým dojmem a upev¬ovala d·v¥ru ve v¥decké
poznání. Teprve moderní fyzika se vymanila z úzkého rámce mechanistického determinismu.

Souhrnn¥ m·ºeme °íci, ºe Newtonova mechanika vznikla za ur£itých historických podmínek p°edev²ím ke
studiu na²í planetární soustavy, tj. izolované soustavy £ástic vzájemn¥ interagujících gravita£ními silami závi-
sejícími na vzdálenostech podle Newtonova gravita£ního zákona a pohybujících se nep°íli² velkými rychlostmi
(ve srovnání s rychlostí sv¥tla). Vyjdeme-li za rámec t¥chto p°edpoklad· a budeme-li uvaºovat nap°íklad síly
závislé na rychlostech £ástic, síly vazbové, které pohyb nejr·zn¥j²ím zp·sobem omezují, síly elektromagnetické,
které mohou být i necentrální, neizotropní a nevyvolávají okamºitou reakci, síly t°ení spojené s disipací energie,
narazíme na obtíºe, které nás p°inutí hledat obecn¥j²í východiska teorie a adekvátn¥j²í matematický aparát,
neº nám poskytuje Newton·v formalismus. P°edev²ím získáme pocit, ºe pojem síly není moºná nejvhodn¥j²í
k popisu interakce mezi £ásticemi a ºe by bylo lépe zaloºit mechaniku na jiných principech neº jsou Newtonovy
vektorové zákony sil.

Speciální druhy sil

Uvaºujme nap°íklad síly závislé ur£itým zp·sobem na rychlostech £ástic. P°edpokládejme, ºe pravé síly mezi £ásticemi v ur£ité
konkretní inerciální soustav¥ S jsou dány vztahy

Fαβi = (xβi − xαi)fαβ , (2.19)

kde Fαβ je síla, kterou £ástice β p·sobí na £ástici α a fαβ = fβα. Jde tedy o síly spl¬ující zákon akce a reakce. Nech´ konkretn¥

f
(1)
αβ = eαeβ ẋαiẋβiφ(rαβ),

f
(2)
αβ = εαεβ(ẋβi − ẋαi)(ẋβi − ẋαi)χ(rαβ),

f
(3)
αβ = ηαηβ(ẋβi − ẋαi)(xβi − xαi)ψ(rαβ),

(2.20)

kde rαβ =
√

(xβi − xαi)(xβi − xαi) a eα, εα , ηα jsou konstanty. Vyjád°íme sloºky t¥chto sil v libovolné kartézské soustav¥ S′

a zjistíme, které z t¥chto systém· jsou rovnocenné s inerciální soustavou S.
P°ejdeme nyní k nové kartézské soustav¥ S′ pomocí obecné transformace typu (2.9), kde v²ak αij , xj(O

′) jsou obecnými
funkcemi £asu:

x′i = αij (xj − xj(O
′)) , xi = αji (x′j − x′j(O)) . (2.21)

Z°ejm¥
x′βi − x′αi = αij(xβj − xαj) a také r′αβ = rαβ . (2.22)
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bez omezení na veli£iny αij , xj(O
′). Protoºe se pravé síly transformují jako vektory,

F ′
i = αijFj , (2.23)

dostaneme z (2.19) vynásobením koe�cienty αij vztah

F ′
αβi = αij(xβj − xαj)fαβ = (x′βi − x′αi)fαβ . (2.24)

Zbývá tedy vyjád°it fαβ v soustav¥ S′. Derivováním druhého ze vztah· (2.21) dostaneme

ẋ′i = αji(ẋ
′
j − ẋ′j(O)) + α̇ji(x

′
j − x′j(O)) . (2.25)

Dosazením do f (1)αβ dostaneme vzorec téhoº tvaru jako v soustav¥ S, tj.

f
(1)
αβ = eαeβαjiẋ

′
αjαkiẋ

′
βkφ(rαβ) = eαeβ ẋ

′
αiẋ

′
βiφ(rαβ) (2.26)

pouze tehdy, kdyº α̇ji = 0 a ẋ′j(O) = 0.

Z toho plyne, ºe p°i existenci sil s fαβ = f
(1)
αβ by byly proti ostatním význa£né ty soustavy, které jsou v·£i konkretní inerciální

soustav¥ S v klidu. Mohli bychom je ozna£it jako absolutn¥ klidné. Galileiho princip relativity by v tomto p°ípad¥ neplatil. Obdobný
postup v p°ípad¥ fαβ = f

(2)
αβ ukazuje, ºe tvar zákona síly se zachová jen p°i α̇ij = 0. Pohyb po£átku O v·£i S′ (nebo O′ v·£i S)

m·ºe v²ak být i zrychlený. Poslední zákon síly s fαβ = f
(3)
αβ je kone£n¥ invariantní v·£i v²em ortogonálním transformacím (2.21).

Lze se o tom p°esv¥d£it, pouºijeme-li obratu (rαβ = rα − rβ)

ṙαβ · rαβ =
d

dt

(
1

2
r2αβ

)
= ṙαβrαβ .

Z hlediska tohoto zákona by tedy byly v²echny kartézské soustavy zcela rovnoprávné, podobn¥ jako nap°. z hlediska Newtonova
zákona gravita£ního.

Vzorce pro síly v této úloze jsou sice um¥le zkonstruovány, ale nejsou docela vymy²lené. Podobné £leny se totiº vyskytují

v p°ibliºných vzorcích pro síly, jimiº na sebe p·sobí pohybující se bodové elektrické náboje. Vidíme tedy, ºe Galileiho princip nemá

obecnou platnost a ºe existují síly závislé na rychlosti, které vyºadují zobecn¥ní tohoto principu, mají-li z·stat v²echny inerciální

vztaºné soustavy rovnoprávné.

2.2 Setrva£né síly

Jestliºe se vztaºná soustava pohybuje vzhledem k n¥jaké inerciální soustav¥ se zrychlením, je neinerciální.
Provedeme-li transformaci vektoru zrychlení do neinerciální soustavy, objeví se v Newtonov¥ zákon¥ (2.15) nové
£leny, které ozna£ujeme jako setrva£né síly. Tyto síly nemají sv·j zdroj v p·sobení n¥jakých ur£itých t¥les
a nazýváme je proto téº síly `zdánlivé', `nepravé'.

Bude-li se tedy vztaºná soustava S′ pohybovat v·£i soustav¥ S (na rozdíl od Galileiho transformace (2.9))
nerovnom¥rným transla£ním pohybem X(t), m·ºeme osy obou soustav S a S′ zvolit souhlasn¥ rovnob¥ºnými
a z transformace

x′i = xi −Xi(t) (2.27)

dostaneme
v′i = ẋ′i = vi − Vi(t), a′i = v̇′i = ai −Ai(t), (2.28)

kde Vi(t) = Ẋi(t), Ai(t) = V̇i(t) jsou funkcemi £asu. V neinerciální vztaºné soustav¥ S′ m·ºeme tedy zapsat
Newtonovu pohybovou rovnici ve vektorovém tvaru

ma′ = ma−mA = F −mA. (2.29)

Vedle výslednice pravých sil F = ma se v rovnici objevil nový £len odpovídající transla£ní setrva£né síle

F tr = −mA, (2.30)

která není vyvolávána n¥jakým konkretním t¥lesem. S touto silou se b¥ºn¥ setkáváme p°i zpomalování nebo
zrychlování dopravních prost°edk·.

Bude-li dále kartézská soustava sou°adnic S′ vzhledem k soustav¥ S vykonávat £asov¥ prom¥nnou rotaci
kolem daného bodu, m·ºeme bez újmy na obecnosti ztotoºnit po£átky obou soustav O a O′. Ortogonální trans-
formace sou°adnic (2.3) pak vede na transformaci sou°adnic pohybující se £ástice

x′i(t) = αij(t)xj(t). (2.31)
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Ve vektorovém zápisu ov²em £ástice má radiusvektor r(t), jehoº sloºky v soustavách S a S′ jsou (x1(t), x2(t), x3(t)),
(x′1(t), x

′
2(t), x

′
3(t)). Nyní je na²ím cílem ur£it zrychlení a′(t) £ástice v rotující neinerciální soustav¥ S′.

K tomu nejprve dokáºeme vztah mezi £asovými derivacemi sloºek n¥jakého obecného £asov¥ prom¥nného
vektoru b(t) v soustavách S a S′, který zapí²eme symbolicky ve vektorovém tvaru(

db

dt

)
S′

=

(
db

dt

)
S

+ b×Ω. (2.32)

Ozna£ují-li bj(t) a b′i(t) sloºky vektoru b(t) v soustavách S a S′, platí ortogonální transformace (2.3) ve tvaru

b′i(t) = αij(t)bj(t). (2.33)

P°i derivaci podle £asu se uplatní pravidlo derivace sou£inu

db′i(t)

dt
= αij(t)

dbj(t)

dt
+

dαij(t)

dt
bj(t). (2.34)

P°i porovnání se symbolickým vektorovým vztahem (2.32) je z°ejmé, ºe db′i(t)/dt jsou sloºky vektoru (db/dt)S′

v soustav¥ S′ a αij(t)dbj(t)/dt jsou sloºky vektoru (db/dt)S , také v soustav¥ S′. Zbývající £len je pak ur£en
derivací transforma£ní matice A(t) = (αij(t)) podle £asu. Vzhledem k tomu, ºe tato matice musí spl¬ovat relace
ortogonality (2.4), (2.6)

αik(t)αjk(t) = δij , A(t)TA(t) = I,

pro její derivaci podle £asu Ȧ(t) = (α̇ij(t)) platí α̇ik(t)αjk(t) + αik(t)α̇jk(t) = 0. Ozna£íme-li

γ′ij(t) = α̇ik(t)αjk(t),

vidíme, ºe matice (γ′ij(t)) je antisymetrická, γ′ij(t) = −γ′ji(t). Vyuºijeme-li relací ortogonality (2.4), m·ºeme
psát

α̇ij(t) = γ′ikαkj(t).

Poslední £len (2.34) je tedy roven
dαij(t)

dt
bj(t) = γ′ikαkj(t)bj(t). (2.35)

Podle Einsteinovy konvence se s£ítá p°es oba indexy k = 1, 2, 3 a j = 1, 2, 3. Protoºe indexy i, k odpovídají
sou°adným osám soustavy S′, pí²eme γ′ik(t).

Matematická vsuvka 2.
Levi-Civit·v symbol a úhlová rychlost

Ukáºeme si, jak popsat okamºitou úhlovou rychlost rotace. Vyjdeme z in�nitesimálního (nekone£n¥ malého)
pooto£ení soustavy sou°adnic. Kartézské sou°adnice se transformují podle vztahu platného do 1. °ádu v ε

x′i = αijxj = (δik + εγik)xk = xi + εγikxk . (2.36)

Z podmínky ortogonality rota£ní matice αij (2.4) vyplývá

(δik + εγik)(δij + εγij) = δkj , (2.37)

takºe do prvního °ádu v ε musí platit
γjk + γkj = 0. (2.38)

Matice (γjk) je tedy antisymetrická a má pouze t°i nezávislé prvky, které cyklicky ozna£íme jako Ω1 = γ23, atd.:

(γjk) =

 0 Ω3 −Ω2

−Ω3 0 Ω1

Ω2 −Ω1 0

 . (2.39)
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Zavedeme Levi-Civit·v symbol εijk, 1 který je de�nován tak, ºe

εijk =

 +1 je-li (ijk) sudá permutace (123)
−1 je-li (ijk) lichá permutace (123)
0 shodují-li se alespo¬ dva z index· (ijk).

(2.40)

Snadno se p°esv¥d£íme, ºe pro n¥j platí

εijkεlmk = δilδjm − δimδjl , εijkεljk = 2! δil , εijkεijk = 3! .

Pomocí Levi-Civitova symbolu lze elegantn¥ vyjád°it vektorový sou£in dvou vektor· a×b = (a2b3−a3b2, a3b1−
a1b3, a1b2 − a2b1) jako

(a× b)i = εijkajbk, (2.41)

a také smí²ený sou£in

a · (b× c) = εijkaibjck =

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ . (2.42)

V²imn¥te si, ºe z vlastností determinantu plyne, ºe hodnota smí²eného sou£inu nezávisí na umíst¥ní znak·
skalárního a vektorového sou£inu. Na základ¥ vlastností Levi-Civitova symbolu se dále m·ºeme p°esv¥d£it,
ºe vektorový sou£in dvou polárních vektor· je axiální vektor a ºe smí²ený sou£in t°í polárních vektor· je
pseudoskalár.

V geometrické interpretaci má vektorový sou£in dvou vektor· velikost rovnou obsahu rovnob¥ºníka tvo°eného
ob¥ma vektory a mí°í kolmo k rovin¥ obou vektor· ve sm¥ru pohybu pravoto£ivého ²roubu otá£eného od vektoru
a k vektoru b krat²í cestou. Velikost smí²eného sou£inu t°í polárních vektor· neleºících v jedné rovin¥ vyjad°uje
objem rovnob¥ºnost¥nu ur£eného touto trojicí vektor· podél hran. P°esv¥d£te se o tom.

Vztahy mezi γik a Ωi m·ºeme tedy zapsat jako

γik = εiklΩl, Ωi =
1

2
εijkγjk. (2.43)

P°i in�nitesimální rotaci soustavy sou°adnic se sou°adnice radiusvektoru zm¥ní o

δxi = x′i − xi = εγikxk = εεiklxkΩl . (2.44)

Protoºe pro vektorový sou£in vektor· r = (x1, x2, x3), Ω = (Ω1,Ω2,Ω3) platí (r×Ω)i = εiklxkΩl, m·ºeme psát
zm¥nu sou°adnic radiusvektoru ve tvaru

δxi = ε(r ×Ω)i = (r × δφ)i, kde δφ = εΩ. (2.45)

Tento vztah se n¥kdy symbolicky zapisuje

δr = εr ×Ω = r × δφ.

Ω je axiální vektor ve sm¥ru okamºité osy rotace a smyslu pravoto£ivého ²roubu a |εΩ| je rovno úhlu pooto£ení
δφ. P°itom

|δr| = |εr ×Ω| = r sinϑδφ . (2.46)

In�nitesimální rotaci kartézské soustavy tedy m·ºeme popsat axiálním vektorem δφ a vzhledem k (2.45) lze
r·zné in�nitesimální rotace vektorov¥ s£ítat.

Podotkn¥me, ºe p°i pooto£ení vektoru r v·£i pevné sou°adné soustav¥, které je znázorn¥no na obr. 2.1, platí
vektorový vztah s opa£ným znaménkem

δr = δφ× r. (2.47)

V tomto p°ípad¥ jde o tzv. aktivní interpretaci transformace � na rozdíl od (2.45), kde jsme uvaºovali pasivní
pooto£ení soustavy sou°adnic.

1Tullio Levi-Cività, 1873�1941, italský matematik.
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Obrázek 2.1: In�nitesimální rotace

Vrátíme se nyní k výsledku (2.35). Pouºijeme-li vztah (2.43), dostaneme

γ′ikαkjbj = γ′ikb
′
k = εiklb

′
kΩ

′
l = (b×Ω)′i (2.48)

Odvodili jsme tedy vztah (2.32). Z°ejm¥ z n¥ho plyne v p°ípad¥ b(t) = Ω(t)(
dΩ

dt

)
S′

=

(
dΩ

dt

)
S

= Ω̇ (2.49)

a v p°ípad¥ b(t) = r(t) (
dr

dt

)
S′

=

(
dr

dt

)
S

+ r ×Ω . (2.50)

Poslední vztah je p°ípadem adi£ního teorému pro rychlosti

v = v′ + (v)∗ , (2.51)

kde (v)∗ = Ω× r je uná²ivá rychlost zp·sobená otá£ením soustavy S′. Kone£n¥ dvojí aplikací vektorové formy
vztahu (2.32) na r(t) dostaneme transformaci zrychlení do rotující soustavy:

a′ =

(
d

dt

)
S′

(
d

dt

)
S′

r =

[(
d

dt

)
S

−Ω×
] [(

d

dt

)
S

−Ω×
]
r =

=

(
d

dt

)
S

(
d

dt

)
S

r −Ω×
(

d

dt

)
S

r −
(

d

dt

)
S

(Ω× r) +Ω× (Ω× r) =

= a− 2Ω× v − Ω̇× r +Ω× (Ω× r) =

= a− 2Ω× v′ − Ω̇× r −Ω× (Ω× r) =

= a− aC − aE − ad. (2.52)

P°edposledním krokem byla substituce (2.51), aby zrychlení v otá£ející se soustav¥ bylo vyjád°eno pomocí
rychlosti a radiusvektoru v soustav¥ S′.

P°i transformaci zrychlení do rotující vztaºné soustavy se tedy objevily t°i nové £leny, které jsme ozna£ili
jako aC (zrychlení Coriolisovo), aE (zrychlení Eulerovo) a ad (zrychlení dost°edivé). To odpovídá situaci, kdy
v rotující soustav¥ p·sobí na £ástici hmotnosti m krom¥ pravých sil obecn¥ téº t°i nepravé, setrva£né síly:

síla Coriolisova : FC = 2mv′ ×Ω

síla Eulerova : FE = mr′ × Ω̇
síla odst°edivá : F o = mΩ× (r′ ×Ω)
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Ve vektorovém zápisu ov²em m·ºeme klást r′ = r.
V neinerciální vztaºné soustav¥ tedy na £ástici obecn¥ p·sobí vedle vti²t¥né, pravé síly (nap°. gravita£ní nebo

elektromagnetické) je²t¥ £ty°i dal²í síly setrva£né, nepravé: síla transla£ní (2.30), síla Eulerova, síla odst°edivá
a síla Coriolisova (Gaspard Gustave Coriolis, 1792�1843). První t°i z t¥chto sil p·sobí i na £ástici p·vodn¥
nehybnou a nazývají se n¥kdy souhrnn¥ síla uná²ivá. Naproti tomu síla Coriolisova p·sobí pouze na £ástice,
které se v neinerciální soustav¥ pohybují. 2

O y

x

z

z0 R

FO

Fg

Obrázek 2.2: Newtonovo v¥dro

Newtonovo v¥dro

Setrva£né síly musíme do neinerciální soustavy `zavést', abychom dostali souhlas s experimentem. Newton
je²t¥ nepouºíval pojem inerciální soustavy, ale uvaºoval pohyb vzhledem k nehybnému, `absolutnímu' prostoru.
V souvislosti s tím zkoumal názorný p°íklad rotace v¥dra napln¥ného vodou zav¥²eného na zakrouceném vlákn¥
Newtonovo v¥dro). Na tomto p°íklad¥ lze názorn¥ ukázat, pro£ je v neinerciální soustav¥ t°eba uvaºovat odst°e-
divou a Coriolisovu sílu.

Na obr. 2.2 je znázorn¥n experiment s Newtonovým v¥drem. Protoºe voda je vazká nestla£itelná kapalina,
p·sobí na ni te£né síly od st¥n rotujícího v¥dra a postupn¥ tak uvád¥jí do pohybu koncentrické válcové vrstvy
kapaliny. Nakonec bude kapalina v celém objemu rotovat spolu s v¥drem. P°itom vytvo°í hladinu s prohlubní
tvaru rota£ního paraboloidu charakteristickou pro tzv. newtonovské kapaliny.

Pokud bychom °e²ili úlohu o Newtonov¥ v¥dru v inerciální soustav¥, v níº v¥dro rotuje, museli bychom
uváºit pravé síly p·sobící na vybraný element kapaliny, tedy sílu tíhovou a sílu se strany sousedních element·
kapaliny. Pouºili bychom rovnici pro pohyb vazké kapaliny a na²li bychom vztah mezi rychlostí vybraného
elementu a tlakem v kapalin¥. Podmínka nulového tlaku na hladin¥ by nám pak dala rovnici pro geometrický
tvar hladiny.

Mohli bychom v²ak také p°ejít do neinerciální soustavy rotující spolu s v¥drem. V tom p°ípad¥ je situace
jednodu²²í, nebo´ kapalina je v této soustav¥ v klidu a p·sobí na ni jediná pravá síla, síla tíhová. Jak ale vysv¥tlit

2Setrva£nou sílu odst°edivou nelze zam¥¬ovat s odst°edivou silou pravou, která je reakcí na sílu dost°edivou v inerciální vztaºné
soustav¥. V inerciální soustav¥ p·sobí dost°edivá a odst°edivá síla na r·zná t¥lesa. Naproti tomu v neinerciální soustav¥ k odst°edivé
síle neexistuje reakce v podob¥ dost°edivé síly, protoºe nelze ukázat t¥leso, které by odst°edivou sílu vyvolávalo. Tento terminologický
²um je bohuºel posilován i tím, ºe matematické výrazy pro odst°edivou sílu pravou a setrva£nou jsou si podobné.



24 KAPITOLA 2. NEWTONOVA MECHANIKA

tvar hladiny, který je experimentálním faktem a nem·ºe záviset na zvolené vztaºné soustav¥? Nezbývá neº si
`p°imyslet' novou sílu, která musí v rotující soustav¥ p·sobit, sílu odst°edivou.

Je-li p tlak a vn¥j²í síly Gi vztaºené na jednotku hmotnosti lze vyjád°it pomocí potenciálu φ jako Gi =
−∂φ/∂xi, m·ºeme rovnici hydrostatické rovnováhy pro nestla£itelnou kapalinu hustoty ρ napsat jako

dp = −ρdφ neboli p = −ρφ+ p0 . (2.53)

Výsledná síla Gi p·sobící na element kapaliny je vektorovým sou£tem síly tíhové a síly odst°edivé (viz obr. 2.2)
a má potenciál

φ = gz − 1

2
ω2(x2 + y2) , (2.54)

jak se snadno p°esv¥d£íme derivováním (se záporným znaménkem). Dosadíme-li tento potenciál do (2.53)
a poloºíme-li na hladin¥ p = 0, dostaneme rovnici rota£ního paraboloidu

z =
p0
ρg

+
ω2

2g
(x2 + y2) . (2.55)

Zbývá ur£it konstantu p0. Najdeme-li integrací objem kapaliny v rotujícím v¥dru a porovnáme s objemem
kapaliny v nehybném v¥dru, dostaneme

z =

(
h0 −

ω2R2

4g

)
+
ω2

2g
(x2 + y2) = z0 +

ω2

2g
(x2 + y2) , (2.56)

kde h0 je vý²ka hladiny v nehybném v¥dru a R polom¥r v¥dra.
Uvaºujme v²ak hypotetický p°ípad, kdy místo vody naplníme v¥dro ideální kapalinou bez vnit°ního t°ení,

nap°. supratekutým kapalným heliem. V takovém p°ípad¥ rotující v¥dro neuvede kapalinu do rota£ního pohybu,
kapalina z·stane v klidu a její hladina bude vodorovná. Jak nyní vysv¥tlíme tento fakt z hlediska neinerciální
vztaºné soustavy, v níº musí stále p·sobit síla tíhová a síla odst°edivá? Jediný rozdíl bude nyní ten, ºe kapalina
v neinerciální soustav¥ rotuje, a to stejnou úhlovou rychlostí a opa£ným sm¥rem neº v¥dro. Nezbývá tedy
neº `zavést' dal²í sílu, která jednak vykompenzuje odst°edivou sílu rω2 (hladina nemá prohlube¬!), ale musí
zárove¬ vysv¥tlit rotaci kapaliny, tj. vytvo°it dost°edivou sílu, která uvádí vybraný element do rota£ního pohybu.
Taková síla musí tedy mít velikost 2rω2 a mí°it opa£ným sm¥rem neº síla odst°edivá. Takovou vlastnost má síla
Coriolisova.

Einsteinova zdviº

Výskyt setrva£ných sil t¥sn¥ souvisí s existencí beztíºného stavu. Lze to ilustrovat my²leným pokusem s tzv.
Einsteinovou zdviºí (n¥které pokusy je lépe provád¥t jen jako my²lené).

Uvaºujme inerciální vztaºnou soustavu S spojenou s nehybnými st¥nami ²achty zdviºe a soustavu S′ spojenou
se st¥nami a podlahou zdviºe. Pokud zdviº stojí nebo se pohybuje rovnom¥rn¥ p°ímo£a°e vzhledem k soustav¥
S, je tato vztaºná soustava rovn¥º inerciální. Jestliºe se lano zdviºe p°etrhne a zdviº se za£ne pohybovat volným
pádem, stane se zdviºí Einsteinovou a soustava s ní spojená bude neinerciální (obr. 2.3). Orientujme kartézskou
osu z′ svislým sm¥rem vzh·ru. Na £ástici hmotnosti m v této vztaºné soustav¥ bude pak p·sobit jednak pravá
síla tíhová −mg sm¥rem dol· 3, jednak transla£ní setrva£ná síla mg sm¥rem vzh·ru (soustava se totiº pohybuje
vzhledem k inerciální soustav¥ se zrychlením −g. P°itom podle principu ekvivalence povaºujeme gravita£ní
a setrva£nou hmotnost za sob¥ rovné. Výsledná pohybová rovnice pro £ástici bude

mz̈′ = −mg +mg = 0 . (2.57)

�ástice se tak nachází ve stavu `beztíºe'. Neznamená to v²ak, ºe by na £ástici nep·sobily ºádné síly (pak bychom
hovo°ili o bezsilové £ástici), ale pouze to, ºe tíhová síla je vykompenzována silou setrva£nou. Podobný efekt lze
pozorovat i v druºici krouºící (= voln¥ padající) kolem Zem¥: kosmonauti i p°edm¥ty se vzná²ejí v kabin¥.

3Síla tíhová není p°esn¥ vzato silou pravou, ale vektorovým sou£tem pravé síly gravita£ní a setrva£né síly odst°edivé vyvolané
rotací Zem¥. Tuto okolnost zde neuvaºujeme, bude ale významná v úloze o Foucaultov¥ kyvadle.
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Obrázek 2.3: Einsteinova zdviº

2.3 Soustava volných £ástic

M¥jme soustavu N volných £ástic4 ozna£ených indexy α = 1, 2, . . . , N , které mezi sebou vzájemn¥ p·sobí
vnit°ními silami F αβ a jsou také vystaveny p·sobení vn¥j²ích (externích) sil F (e)

α . Soustavu £ástic pozorujeme
v jisté inerciální vztaºné soustav¥, takºe v²echny uvaºované síly jsou pravé. Ozna£íme hmotnosti, polohové
vektory, rychlosti a hybnosti £ástic mα, rα, vα ,pα. Podle druhého Newtonova zákona

dpα
dt

=
∑
β ̸=α

F αβ + F (e)
α , (2.58)

kde suma na pravé stran¥ udává výslednici vnit°ních sil, jimiº na £ástici α p·sobí v²echny ostatní £ástice.
P°edpokládáme, ºe £ástice sama na sebe nep·sobí.

Se£teme-li v²echny rovnice (2.58), zavedeme celkovou hybnost soustavy

P =
∑
α

pα , (2.59)

zam¥níme po°adí s£ítání a derivování, pouºijeme t°etí Newton·v zákon F αβ = −F βα a ozna£íme výslednici
vn¥j²ích sil

∑
α
F (e)
α = F (e), dostaneme

dP

dt
= F (e) . (2.60)

Tento vztah je svým zp·sobem zobecn¥ním Newtonova zákona síly na soustavu £ástic a z historických d·vod·
mu °íkáme první v¥ta impulsová.

V izolované soustav¥ je výslednice vn¥j²ích sil nulová a z první v¥ty impulsové plyne zákon zachování
celkové hybnosti soustavy:

dP

dt
= 0 ⇒ P = konst . (2.61)

P°ejdeme-li od inerciální soustavy S k soustav¥ S′, která se pohybuje vzhledem k soustav¥ S konstantní
rychlostí V , platí

vα = v′
α + V ,

a tedy

P =
∑
α

pα =
∑
α

mαvα =
∑
α

mαv
′
α + V

∑
α

mα = P ′ +MV . (2.62)

4�ástice podrobené vazbám budou p°edm¥tem odstavce 3.1.
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Zde P ′ je hybnost soustavy £ástic v pohybující se inerciální soustav¥ S′ a M =
∑
α
mα je celková hmotnost

soustavy. Hybnost izolované soustavy £ástic je tedy konstantní, ale obecn¥ r·zná v r·zných inerciálních vztaºných
soustavách.

Zvolíme-li rychlost pohybující se vztaºné soustavy

V =
P

M
=

∑
α
mαvα∑
α
mα

, (2.63)

bude v této soustav¥ hybnost P ′ = 0. I kdyº jsou v²echny inerciální vztaºné soustavy z hlediska zákon·
mechaniky rovnocenné, bude tato soustava p°ece jen význa£ná mezi ostatními a n¥které vztahy platné v této
soustav¥ budou mít jednodu²²í tvar. Tato vztaºná soustava se nazývá t¥ºi²´ová.

Budeme-li si v prostoru myslet hmotný bod o polohovém vektoru

R =

∑
α
mαrα∑
α
mα

, (2.64)

bude se tento bod v inerciální vztaºné soustav¥ S pohybovat konstantní rychlostí V a v soustav¥ S′ bude
setrvávat v klidu. Je v n¥m jako by soust°ed¥na celá hmotnost soustavy £ástic a je nositelem celé její hybnosti.
Nazýváme ho hmotný st°ed nebo stru£n¥ji t¥ºi²t¥. V izolované soustav¥ hmotných bod· platí tedy zobecn¥ný
zákon setrva£nosti:

T¥ºi²t¥ izolované soustavy volných hmotných bod· setrvává v klidu nebo v rovnom¥rném p°ímo£arém
pohybu.

M·ºeme ho povaºovat za zákon zachování rychlosti t¥ºi²t¥ soustavy.

Vedle hybnosti £ástice de�nujeme téº její moment hybnosti5 vztahem

lα = rα × pα. (2.65)

Na rozdíl od hybnosti je tedy moment hybnosti vztaºen k ur£itému po£átku sou°adnic. Vynásobíme-li pohybové
rovnice (2.58) pro jednotlivé £ástice zleva vektorov¥ polohovým vektorem rα, dostaneme

rα × dpα
dt

=
∑
β ̸=α

(rα × F αβ) + rα × F (e)
α . (2.66)

Se£teme nyní tyto rovnice p°es v²echny £ástice, zavedeme celkový moment hybnosti soustavy

L =
∑
α

lα =
∑
α

(rα × pα) (2.67)

a uváºíme, ºe vektory drα/dt a pα jsou rovnob¥ºné. Pak m·ºeme levou stranu výsledné rovnice upravit na∑
α

(
rα × dpα

dt

)
=

dL

dt
. (2.68)

Ozna£íme- li výsledný moment vn¥j²ích silN (e) =
∑
α(rα×F (e)

α ) a pouºijeme t°etí Newton·v zákon, dostaneme
pravou stranu rovnice ve tvaru∑

α,β ̸=α

(rα × F αβ) +
∑
α

(rα × F (e)
α ) =

1

2

∑
α,β ̸=α

(rα × F αβ + rβ × F βα) +N (e) =

=
1

2

∑
α,β ̸=α

[(rα − rβ)× F αβ ] +N (e) . (2.69)

5Ve fyzikální literatu°e, a zejména v kvantové mechanice, se místo termín· hybnost a moment hybnosti setkáváme s názvy impuls
a impulsmoment.
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Jsou-li dále síly centrální, tj. platí F αβ = (rβ − rα)fαβ , fαβ = fβα, dostaneme

dL

dt
= N (e) . (2.70)

Tento vztah je svým zp·sobem zobecn¥ním Newtonova zákona síly na rota£ní pohyby v soustav¥ £ástic a z his-
torických d·vod· mu °íkáme druhá v¥ta impulsová. V izolované soustav¥ je výsledný moment vn¥j²ích sil
nulový a z druhé v¥ty impulsové plyne zákon zachování celkového momentu hybnosti soustavy:

dL

dt
= 0 ⇒ L = konst . (2.71)

P°ejdeme-li od inerciální soustavy S k inerciální soustav¥ S′, která se pohybuje vzhledem k soustav¥ S
konstantní rychlostí V , platí

rα = r′α + r(O′), r(O′) = r0 + V t, vα = v′
α + V ,

kde r0 je konstantní vektor (polohový vektor po£átku O′ v soustav¥ S v okamºiku t = 0). Po dosazení do (2.67)
a jednoduchých úpravách dostaneme

L =
∑
α

lα =
∑
α

rα × pα =
∑
α

mαrα × vα = L′ + r0 × P − r0 ×MV + tV × P − V ×
∑
α

mαrα . (2.72)

Zderivováním (2.72) podle £asu zjistíme, ºe v izolované soustav¥ £ástic

dL

dt
=

dL′

dt
= 0 . (2.73)

Celkový moment hybnosti izolované soustavy £ástic je tedy konstantní, ale obecn¥ r·zný v r·zných inerciálních
vztaºných soustavách. Jsou-li soustavy S a S′ vzájemn¥ nehybné (V = 0) a je-li soustava t¥ºi²´ová (P = 0),
bude L = L′ a moment hybnosti soustavy nezávisí na volb¥ po£átku.

Vynásobíme nyní pohybové rovnice (2.58) skalárn¥ vektory vα, se£teme je a zavedeme kinetickou energii
soustavy

T =
1

2

∑
α

mαv
2
α . (2.74)

Pak m·ºeme levou stranu výsledné rovnice upravit na

∑
α

vα · dpα
dt

=
∑
α

mαvα · dvα
dt

=
d

dt

(
1

2

∑
α

mαv
2
α

)
=

dT

dt
. (2.75)

Na pravé stran¥ bude vystupovat výkon vnit°ních a vn¥j²ích sil. Ozna£me výkon vn¥j²ích sil jako Qe a o vnit°-
ních silách p°edpokládejme, ºe jsou konzervativní, tj. ºe existuje6 skalární funkce U(r1, r2, ..., rN ) taková, ºe
výslednice vnit°ních sil p·sobících na £ástici s indexem α se dá vyjád°it jako

F α =
∑
β

F αβ = − ∂U

∂rα
= −

(
∂U

∂xα
,
∂U

∂yα
,
∂U

∂zα

)
= −∇αU . (2.76)

Funkci U nazveme potenciální energií soustavy. Pravá strana rovnice pak bude mít tvar∑
αβ

F αβ · vα +
∑
α

F e
α · vα = −

∑
α

∂U

∂rα
· drα

dt
+Qe = −dU

dt
+Qe . (2.77)

Sou£et kinetické a potenciální energie soustavy £ástic ozna£íme E = T + U a nazveme mechanická energie
soustavy. Porovnáním (2.75) a (2.77) dostaneme v¥tu o mechanické energii soustavy:

dE

dt
= Q(e) . (2.78)

6Pro vektorové pole F (r) de�nované v jisté oblasti prostoru R3 taková funkce U(r) nemusí existovat. Podmínkou pro její
existenci je, aby rot F = 0 v jednodu²e souvislé oblasti V ⊂ R3. Pak je funkce U dána k°ivkovým integrálem U(r) = −

∫ r
r0

F · dl
jako funkce horní meze r. Jak ukazuje °e²ení úlohy 2.1, pro centrální izotropní síly funkce U vºdy existuje.
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Zm¥na mechanické energie soustavy je rovna výkonu vn¥j²ích sil.

Pro izolovanou soustavu je výslednice vn¥j²ích sil nulová a tedy i jejich výkon je nulový a platí zákon zachování
mechanické energie soustavy

E = T + U = konst. (2.79)

Matematická vsuvka 3.
Operátor nabla

Vektorový operátor ∇ =
(
∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z

)
=
(

∂
∂x1

, ∂
∂x2

, ∂
∂x3

)
se nazývá pon¥kud neobvyklým termínem nabla

(podle tvaru p°ipomínajícího starov¥ký hudební nástroj). Jeho druhá mocnina ozna£ovaná symbolem

∆ = ∇2 = ∇ ·∇ =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+

∂2

∂x23
(2.80)

se nazývá Laplace·v operátor nebo zkrácen¥ `laplacián'.

P°ipome¬me nejd·leºit¥j²í diferenciální vztahy vektorové analýzy. Uvaºujme skalární (stacionární) pole
φ(x1, x2, , x3) a vektorové pole F (x1, x2, x3). Jsou-li e1, e2, e3 jednotkové vektory ve sm¥ru kartézských sou-
°adných os tvo°ící tzv. ortonormální bázi kartézské soustavy, m·ºe být obecný vektor a zapsán ve sloºkovém
tvaru jako a = a1e1 + a2e2 + a3e3. P°itom z°ejm¥ ei · ej = δij .

Potom gradient skalárního pole φ de�novaný vztahem

grad φ = ∇ φ =

(
∂φ

∂x1
,
∂φ

∂x2
,
∂φ

∂x3

)
= e1

∂φ

∂x1
+ e2

∂φ

∂x2
+ e3

∂φ

∂x3
(2.81)

udává sm¥r a velikost nejv¥t²ího stoupání φ.
Vydatnost z°ídla v daném bod¥ vztaºenou na jednotku objemu udává divergence vektorového pole

div F = ∇ · F =
∂F1

∂x1
+
∂F2

∂x2
+
∂F3

∂x3
. (2.82)

Rotace vektorového pole udává plo²nou hustotu cirkulace. Je to vektor orientovaný kolmo k rovin¥ maxi-
málního víru F v daném bod¥ a smyslem odpovídající pohybu pravoto£ivého ²roubu. Lze ho vyjád°it pomocí
operátoru nabla jako vektorový sou£in

rot F = ∇× F =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

F1 F2 F3

∣∣∣∣∣∣ . (2.83)

Dále se uplatní téº operátor

(F · grad) = (F ·∇) = F1
∂

∂x1
+ F2

∂

∂x2
+ F3

∂

∂x3
. (2.84)

Podotkn¥me, ºe operátory (F · grad) a Laplace·v operátor ∆ mohou p·sobit jak na skalární pole, tak i na
vektorové pole (po sloºkách).

Pouºitím de�nic operátor· v kartézských sou°adnicích snadno ov¥°íme celou °adu dal²ích vztah·. Tak na-
p°íklad

rot grad φ = ∇×∇φ = 0, div rot F = ∇ ·∇× F = 0, div grad φ = ∇ ·∇φ = ∆ φ.

Vztah pro dvojnásobnou rotaci

rot rot F = ∇× (∇× F ) = grad div F −∆ F = ∇(∇ · F )− (∇ ·∇) F
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je obdobou známého vztahu pro dvojitý vektorový sou£in a× (b× c) = b(a · c)− c(a · b). Dále platí

div (φF ) = φ div F + F · grad φ,
rot (φF ) = φ rot F + grad φ× F ,

div (F ×G) = G · rot F − F · rot G,
rot (F ×G) = Fdiv G−Gdiv F + (G ·∇) F − (F ·∇) G,

grad (F ·G) = F × rot G+G× rot F + (G ·∇) F + (F ·∇) G.

Z integrálních v¥t vektorové analýzy se nej£ast¥ji uplatní v¥ta Gaussova a v¥ta Stokesova. M¥jme objem V
uzav°ený plochou ∂V . Gaussova v¥ta dává do souvislosti tok Φ vektorového pole F plochou ∂V (kladný, vychází-li
tento tok zevnit° ven) a celkovou vydatnost zdroj· v objemu V :

Φ =

∮
∂V

F · df =

∫
V

div FdV. (2.85)

M¥jme plochu f , jejiº okraj tvo°í k°ivka γ. Stokesova v¥ta dává do souvislosti cirkulaci Γ vektorového pole
F podél k°ivky γ s intenzitou víru na plo²e f :

Γ =

∮
γ

F · dl =
∫
f

rot F · df . (2.86)

Je t°eba si uv¥domit, ºe jsme vnit°ní síly p·sobící v soustav¥ povaºovali za konzervativní; p°i nich se konzer-
vuje, zachovává mechanická energie. Konají-li tyto síly práci nad £ásticemi soustavy, klesá potenciální energie
soustavy a kinetická energie roste. Pokud by v soustav¥ p·sobily nap°íklad disipativní síly t°ení, které konzerva-
tivní nejsou, mechanická energie by se nazachovávala a £áste£n¥ by p°echázela v teplo. V tom p°ípad¥ soustava
není p°esn¥ vzato izolovaná a dostáváme se za rámec mechaniky. Pojem energie se ov²em neomezuje jen na
mechaniku, obecným zákonem zachování energie a jejími p°em¥nami se zabývá termodynamika.

P°ejdeme nyní od inerciální soustavy S k soustav¥ S′, která se pohybuje vzhledem k soustav¥ S konstantní
rychlostí V . Jestliºe potenciální energie U závisí pouze na vzdálenostech mezi £ásticemi, bude platit U = U ′

a mechanická energie se bude transformovat na

E = T + U =
1

2

∑
α

mα(v
′
α + V )2 + U ′ =

1

2
MV 2 + V · P ′ +

1

2

∑
α

mαv
′2
α + U ′ . (2.87)

Poslední dva £leny na pravé stran¥ vyjad°ují vnit°ní pohyby a síly v soustav¥ a T ′ = 1
2

∑
αmαv

′2
α je vnit°ní

kinetická energie. Vnit°ní energie soustavy je pak E′ = T ′ + U ′. Je-li S′ soustava t¥ºi²´ová, máme

E = E′ +
1

2
MV 2 . (2.88)

Energii soustavy lze tedy rozd¥lit na energii vnit°ní (energii v t¥ºi²´ové soustav¥) a na kinetickou energii t¥ºi²t¥.
Pro kinetickou energii pak máme

T = T ′ +
1

2
MV 2 . (2.89)

Platí tedy:

Kinetická energie soustavy se rovná sou£tu vnit°ní kinetické energie jejích £ástic a kinetické energie
t¥ºi²t¥.

Toto tvrzení je obsahem tzv. Königovy v¥ty (Johann Samuel König, 1712�1757).
Pro izolovanou soustavu volných £ástic jsme na základ¥ Newtonových zákon· odvodili deset zákon· zacho-

vání pro t°i vektorové veli£iny (P , V , L) a jeden skalár (E). Dále uvidíme, ºe tyto zákony platí i pro obecn¥j²í
t°ídu sil, neº se kterými pracuje Newtonova mechanika. V tom je jejich mimo°ádný význam.



30 KAPITOLA 2. NEWTONOVA MECHANIKA

Rovnice Me²£erského

První v¥tu impulsovou m·ºeme pouºít také p°i °e²ení úlohy, kdy se od pohybujícího se t¥lesa odd¥lují nebo
naopak k n¥mu p°ipojují £ásti. Je to p°ípad celkem £astý; m·ºeme si p°edstavit vozidlo, které p°i pohybu
trousí náklad (kropicí v·z) nebo konec konc· jakýkoliv automobil, jemuº b¥hem jízdy ubývá benzin v nádrºi.
Jinými p°íklady mohou být: jádro komety, která se odpa°uje, t¥leso letící ve vánici, na n¥º se nabaluje sníh £i
námraza, padající de²´ová kapka, která se odpa°uje nebo na níº kondenzuje dal²í voda (p°íklad 2.8). Vlastn¥ se
zde nejedná o problém pohybu jednoho t¥lesa s prom¥nnou hmotností, ale o pohyb soustavy t¥les, takºe k jeho
°e²ení musíme místo Newtonovy pohybové rovnice pouºít práv¥ první v¥tu impulsovou. Pozornost k této úloze
se jiº dávno zam¥°ovala v souvislosti s popisem pohybu rakety, která se pohybuje reaktivní silou vyvolanou
tryskajícími plyny.

Nech´ se t¥leso pohybuje ve vn¥j²ím silovém poli F (t) a jeho hmotnost a rychlost se v £ase m¥ní jako m(t),
v(t). Od t¥lesa se p°itom odd¥lují (nebo se k n¥mu p°ipojují) £ásti relativní rychlostí u. Ur£íme rychlost zm¥ny
celkové hybnosti soustavy jako

dP

dt
=

d

dt
(m(t)v(t))− dm

dt
(t)(v(t) + u).

Tento vztah lze získat výpo£tem zm¥ny celkové hybnosti soustavy b¥hem in�nitesimálního £asového intervalu
(t, t+dt). Tato zm¥na je rovna rozdílu celkové hybnosti soustavy v okamºiku t+dt a celkové hybnosti soustavy
v okamºiku t. Ode£ítaná £ást ov²em zahrnuje nejen hybnost t¥lesa v £ase t, ale i hybnost dal²í £ásti soustavy
dm, jeº se pohybuje rychlostí v + u. Po snadné úprav¥ pak první v¥ta impulsová dává rovnici Me²£erského
(Ivan Vsevolodovi£ Me²£erskij, 1851�1935)

m
dv

dt
− u

dm

dt
= F . (2.90)

Je patrné, ºe se tato rovnice li²í od Newtonovy pohybové rovnice t¥lesa s prom¥nnou hmotností

d

dt
(m(t)v(t)) = F .

V rovnici Me²£erského (2.90) jsou dv¥ neznámé funkce, m(t) a v(t). Musíme proto pouºít n¥jaký model pro
p°ipojování resp. odpojování £ástí a znát je²t¥ podmínky kladené na relativní rychlost u. Jestliºe se od t¥lesa
odd¥lují £ásti nulovou relativní rychlostí (nap°. vozidlo trousí náklad), m·ºeme poloºit u = 0. Pohybuje-li se
t¥leso nehybným prost°edím a nabalují se na n¥ho £ástice, nap°. sn¥hu nebo vody, m·ºeme poloºit u = −v (viz
p°íklad 2.8).

Nejznám¥j²í je úloha Ciolkovského, kdy se raketa pohybuje mimo dosah tíhového pole (F = 0), relativní
rychlost u je konstantní, mí°í opa£ným sm¥rem neº rychlost rakety, hmotnost rakety klesá a raketa se urychluje.
V tom p°ípad¥ má rovnice Me²£erského jednoduchou jednorozm¥rnou formu (v = |v|, u = |u|, dm < 0)

mdv + udm = 0,

kterou lze snadno zintegrovat na Ciolkovského raketovou rovnici

∆v = v1 − v0 = u ln
m0

m1
, (2.91)

jeº vyjad°uje závislost p°ír·stku rychlosti na úbytku hmotnosti rakety. Abychom na²li závislost rychlosti na
£ase, tj. vy°e²ili pohybovou rovnici, museli bychom je²t¥ v¥d¥t, jak se s £asem m¥ní hmotnost rakety.
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2.4 Úlohy

2.1 Konzervativní síly Je dána soustava £ástic interagujících po dvojicích α ̸= β centrálními izotropními
silami F αβ = (rβ−rα)fαβ(rαβ), kde fαβ = fβα a integrály

∫ r
a
fαβ(r)rdr existují jako funkce horní meze (a > 0).

Ukaºte, ºe tyto síly jsou konzervativní.
[Na základ¥ vztahu F = −∇U(r) de�nujte potenciály Uαβ jako °e²ení diferenciálních rovnic U ′

αβ = rfαβ(r).]

2.2 Poloha t¥ºi²t¥ Dokaºte, ºe poloha t¥ºi²t¥ de�novaného vztahem (2.64) nezávisí na volb¥ po£átku.
[P°i transformaci r′α = rα − r(O′, t) platí R′ = R− r(O′, t).]

2.3 Inerciální t¥ºi²´ová soustava P°esv¥d£te se, ºe soustavu sou°adnou pevn¥ spojenou s t¥ºi²t¥m izolované
soustavy £ástic je moºno vºdy volit tak, aby byla inerciální.

[Uvaºte izolovanou soustavu v kartézských sou°adnicích.]

2.4 Celkový moment hybnosti p°i zm¥n¥ po£átku Vypo£ítejte celkový moment hybnosti LQ soustavy hmot-
ných bod· v systému S, ale vzhledem k bodu Q ̸= O, který má v S pevnou polohu. Udejte, pro které body Q
je LQ = L. Ukaºte, ºe LQ = L′, kde L′ je moment hybnosti v soustav¥ S′ vzhledem k po£átku O′ = Q, jestliºe
se S′ neotá£í v·£i S.

[LQ = L− r(Q)× P .]

2.5 Moment hybnosti p°i zm¥n¥ vztaºné soustavy
a) Vypo£ítejte moment hybnosti L vzhledem k po£átku O′ v soustav¥ S′ de�nované transformacemi r′α =

rα − r(O′); systém S je inerciální, S′ obecn¥ neinerciální.
b) Specializací výsledného vztahu mezi L′ a L pro p°ípad Galileiho transformace, kdy r(O′) = r0 + V t,

získejte vztah (2.72).
c) Specializujte L′ z bodu a) pro soustavu S′, jejíº po£átek je v t¥ºi²ti, r(O′) = R. Kdy platí L′ = L?
[a) L′ = L− r(O′)× P + r(O′)×M ṙ(O′) + ṙ(O′)×MR;
c) L′ = L−R× P , L′ = L ⇐⇒ Ṙ = ηR, η = konst.]

2.6 Druhá v¥ta impulsová v t¥ºi²´ové soustav¥ P°eve¤te rovnici (2.70) , která vyjad°uje druhou v¥tu impul-
sovou v inerciální soustav¥ S, do (obecn¥ neinerciální) soustavy S′ spojené s t¥ºi²t¥m.

[Pouºijte transforma£ní vztah rα = r′α +R a výsledek úlohy 2.5c. Dostanete L̇′ =
∑

r′α × F (e)
α .]

2.7 Pohyb v rotující vztaºné soustav¥ Pohybová rovnice bezsilového hmotného bodu v kartézském systému
S′, který se vzhledem k inerciálnímu systému S otá£í kolem osy z′ konstantní úhlovou rychlostí ω0 (r(O′) = 0),
bude podle (2.52)

ẍ′ − 2ω0ẏ
′ − ω2

0x
′ = 0, ÿ′ + 2ω0ẋ

′ − ω2
0y

′ = 0, z̈′ = 0.

Najd¥te obecné °e²ení soustavy t¥chto diferenciálních rovnic a parametrické rovnice trajektorie, je-li bod vypu²-
t¥n v £ase t = 0 s nulovou po£áte£ní rychlostí z bodu x′ = a, y′ = z′ = 0.

[�e²ení hledejte ve tvaru x′ = Xeλt, y′ = Y eλt : x′ = a cosω0t, y′ = −a sinω0t, z′ = 0 ]

2.8 Padající kapka Vodní kapka hmotnosti m padá volným pádem v mlze rychlostí v a na jejím povrchu
kondenzuje dal²í voda tak, ºe p°ír·stek hmotnosti kapky je úm¥rný jejímu povrchu S: dm/dt = αS. Ur£ete, jak
se bude m¥nit rychlost nar·stající kapky s £asem, neuvaºujeme-li odpor vzduchu.

[Pouºijeme rovnici Me²£erského, kde vzájemnou rychlost kapky a prost°edí poloºíme u = −v. Je-li kapka
sférická, bude pro zm¥nu hmotnosti platit dm/dt = 3km2/3, kde k = α(4π/3ρ2)1/3, (ρ je hustota vody).
Hmotnost kapky poroste jako m(t) = (kt + m

1/3
0 )3, kde m0 je po£áte£ní hmotnost kapky. Rychlost se m¥ní

podle zákona

v =
g

m(t)

t∫
0

m(t)dt+ v0.

Jsou-li po£áte£ní hmotnost a rychlost kapky nulové, m¥ní se rychlost jako v = (gt/4k2). Je-li α < 0, tedy k < 0,
jde o odpa°ení kapky za £as τ = −m1/3

0 /k.]
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2.9 Buquoyova úloha Na pevné vodorovné podloºce leºí sto£eno dokonale pruºné vlákno (°et¥z) o lineární
hustot¥ τ . Konstantní síla F táhne vlákno svisle vzh·ru do vý²ky h. Napi²te pohybovou rovnici vlákna a ur£ete
její první integrál. Síla z°ejm¥ musí p°ekonávat stále v¥t²í tíhu a ve vý²ce hs se velikost taºné a tíhové síly
vyrovnají a nastane stacionární stav. Úlohami tohoto druhu se zabýval v první polovin¥ 19. století amatérský
u£enec Georg Buquoy z �ech, potomek pob¥lohorské ²lechty.7

[ḧ = F
τh − g− ḣ2

h . Vynásobíme-li tuto rovnici (nenulovým) sou£inem hḣ, m·ºeme ji zintegrovat na 1
2 (hḣ)

2 =
1
2
Fh2

τ − 1
3gh

3+C. Integra£ní konstantu musíme ur£it z po£áte£ních podmínek. Pouze p°i velmi speciálním vztahu
mezi h0 a ḣ0 bude C = 0 a rovnice má pak analytické °e²ení, kdy se vlákno pohybuje s konstantním zpomalením
−g/3.]

7O podrobnostech viz �íma V., Podolský J., Buquoy's problem, Eur. J. Phys. 26 (2005), 1037-1045 (�íma V., Podolský J.,
Buquoyova úloha, Pokroky matematiky, fyziky a astronomie 51:3 (2006), 177).


