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Predmluva

Piedkladané ucebnice klasické teoretické fyziky vznikla na zdkladé prednasek, které jeji autofi konali po fadu
let na fakulté jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze. Zabyva se klasickou mechanikou a elektrodynami-
kou, a to i z hlediska specialni teorie relativity, a rozviji ptislusny matematicky aparat. Je tedy makroskopickym,
limitnim p¥ipadem fyziky kvantové, ktera dnes tvoii nejrozsahlejsi a nejbohatsi oblast teoretické fyziky. Ucebnice
je urcena tém, kdo uz absolvovali kurz obecné fyziky v rozsahu prvniho ro¢niku vysoké skoly, ovladaji zaklady
diferencidlniho a integralniho poc¢tu a jsou pfipraveni ziskat obecnéjsi, hlubsi a elegantnéjsi piistup k zaklad-
nim jevam klasické fyziky. Rozvijeny matematicky aparat také umoznuje fesit celou fadu novych fyzikalnich
problémi zafazenych jako Ulohy za kazdou kapitolou.

V Newtonové mechanice vychazime z feSeni vektorovych pohybovych rovnic, v nichz ovS§em musime piedepsat
explicitni vyjadieni pusobicich sil. Tato metoda zaloZena na vyuziti teorie diferencialnich rovnic slavila a dosud
slavi ispéch pii feSeni mnoha problémii napiiklad v astronomii a dokonce i v kosmonautice. Newtonovy pohybové
rovnice byly ziskidny jako vysledek experimenti a v podstaté nebylo znamo, odkud se berou. Totéz plati pro
Maxwellovy rovnice elektromagnetismu, které byly rovnéz ziskany induktivni cestou. To ovSem zanechava uréity
pocit neuspokojeni.

Chtéli bychom se dopatrat obecného fyzikalniho principu, ktery by vyjadioval n&jakou obecnou vlastnost
pfirody a z néhoz by plynuly rovnice pohybu ¢astic a poli, aniz bychom se museli uchylovat k malo prihlednému
pojmu sily. Takové principy existuji, jsou to principy variacni, a udévaji, jak se v pfirodé jedna z moznosti méni
ve skute¢nost. Lze zminit znamou podminku stabilni statické rovnovahy soustavy, ktera fika, ze v soustavé ¢astic
se ustavi rovnovaha tak, aby potencialni energie byla co nejmensi. Vyjadiuje to jakousi ‘Gspornost’ pfirody, ale
také jednoznacnost ve snaze dosdhnout extremélniho stavu.

Pii genezi téchto prednasek sehrala tlohu prévé snaha podat teorii mechaniky a elektrodynamiky z jednot-
ného hlediska zalozeného na varia¢nich principech. Pfitom je klasickd teoretickd fyzika podévana ucelené tak,
aby na ni mohla navazovat fyzika kvantova.

I kdyz se autofi podileli na formulaci jednotlivych kapitol raznou meérou, vznikl cely text na zakladé t&sné
vzéjemné kritické spoluprace. Byly samoziejmé vzaty v tivahu i zkuSenosti a pfipominky studenti, kteri obsah
knihy v podobé skript po dlouhé léta pouzivali. Na zavér bychom chtéli podékovat Ing. Petru Novotnému, Ph.D.,
a recenzentum za cennd doporuceni, Ing. Mgr. Michalu Jexovi, Ph.D. za peclivé provedeni obrazku a pracovni-
kim nakladatelstvi Karolinum za zodpovédné technické provedeni publikace.

V Praze v dubnu 2017 Autori

(Autor: Lubomir Matousek)






Kapitola 1

Uvod

1.1 Co je teoreticka fyzika

Teoreticka fyzika ma za cil vytvofit souhrnny myslenkovy obraz redlného svéta, vlastnosti hmoty a pohybu na
zékladni, fyzikalni tirovni. Vychézi pfitom z presvédéeni o materidlnosti svéta a jeho jednoté. Zobecnénim nahro-
madéné zkuSenosti a experimentélnich poznatku, tedy induktivné (az intuitivné), se snazi formulovat zakladni
fyzikalni principy a z nich potom deduktivnim zpusobem, za pomoci matematického aparatu, dospivat v dané
konkretni situaci k pfedpovédim, které je mozno porovnavat s vysledky experimentu.

Piesvédcéeni o materidlnosti svéta znamena, ze fyzik predpoklada objektivni, na jeho mySleni nezavislou
existenci véci a jeva, z ni své zadkony odvozuje a zavéry své teorie opét s touto skutec¢nosti konfrontuje. Tato
konfrontace nebyva snadnou zalezitosti. Jeden a tyz fakt muze byt Casto ruzné chipan a ruzné teoreticky
vysvétlovan. Experiment muze svést teorii na scesti a naopak. Teprve souhrn velkého mnozstvi experimentalnich
fakt, ktera souhlasi s teorii, a zejména UspéSna praktickd aplikace teorie, mohou dosvéd¢éit jeji opravnénost.
Naopak jediny experimentéalni fakt, ktery je s teorii prokazatelné v rozporu, dokazuje jeji nepravdivost, v lepsim
piipadé netplnost.

I kdyZz fyzikalni teorie je budovana, podobné jako teorie matematicka, deduktivnim, ‘axiomatickym’ zpi-
sobem, tj. logickym odvozovanim z omezeného pocétu jednoduchych tvrzeni, kterd se jiz nedokazuji, je zde ve
srovnani s matematikou podstatny rozdil. Matematika zkoumé vlastnosti abstraktnich myslenkovych struktur
a nezabyva se jejich vztahem k realné skute¢nosti. Tak napfiklad matematika prozkoumala vlastnosti nejriz-
néjsich abstraktnich prostori, ale rozhodnout o tom, které z téchto vlastnosti odpovidaji redlnému prostoru
v danych podminkéch, nélezi fyzice. Geometrie naseho svéta je tedy vlastné soucasti fyziky.

Dnes vime, ze axiomatické teorie nemohou byt ani logicky zcela uzavieny samy v sobé a fyzika se pfi
budovani svych teorii nikdy nerozpakovala opfit o experimentalni poznatek jako zasadni argument. Kromé
toho, jak fyzika postihuje stale slozit&jsi skutecnost, jsou jeji teorie ur¢itym zptisobem hierarchizovany. Pfesné&jsi
na urc¢ity okruh jevi. Pravé vyvratitelnost fyzikalni teorie je pfiznakem jeji védeckosti (tzv. princip falzifikace).

Fyzikalni teorie v takovém pfipadé zpravidla nebyva odvrzena jako celek, ale stane se meznim piipadem
teorie nové, obecn&jsi (princip korespondence). Tak pro rychlosti pohybu malé ve srovnani s rychlosti svétla
miize byt relativistickd mechanika s dobrou pfesnosti nahrazena mechanikou Newtonovou, pro pohyby, kdy
muzeme zanedbat Planckovu konstantu vzhledem k ostatnim veli¢indm téhoz fyzikalniho rozméru, prechazi
Pfitom je s podivem, Ze se popis téchto dé&ji nestéva stale chaoti¢téjsim a nepochopitelnéjsim, ze fyzikalni
teorie neztraci svou prediktivni silu. Receno Einsteinovymi slovy, na pfirodé je nejnepochopitelné&jsi to, ze je
pochopitelna.

Predstava o jednoté svéta, o jeho jednotné podstaté pii v8i rozmanitosti jevi, se objevuje kupodivu bé-
hem celého vyvoje pfirodovédy. Tak Fecti pfirodni filozofové povaZzovali za zaklad svéta vodu (Thales), vzduch
(Anaximenes), ohen (Herakleitos), neur¢itou substanci apeiron (Anaximandros), ¢tyfi zivly (Empedokles), ¢islo
(Pythagoras), rozum, nis pfipominajici energii (Anaxagoras).

O jednoté svéta nebo alespoii ndmi pozorovaného vesmiru svédéi jeho chemické slozeni z tychz prvka, jak
ukazuji spektra zafeni vesmirnych objekti. Odtud dovozujeme i jednotny puvod tohoto vesmiru. Dnesni fyzika
fesi otazku podstaty svéta na trovni elementarnich ¢astic, leptoni, kvarka a kalibra¢nich ¢astic, a rozeznava
Cty¥i druhy vzéjemného pusobeni (interakci) mezi ¢asticemi: gravitacni, elektromagnetické, slabé a silné. Teo-
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10 KAPITOLA 1. UVOD

reticky i experimentalné se podafrilo prokazat, ze elektromagnetické a slabé sily jsou projevem jedné a téze
elektroslabé interakce. Nedavny objev Higgsova bosonu podporuje sjednoceni elektroslabych a silnych interakei
do standardniho modelu elementarnich ¢astic.

Otézka jednotné podstaty ¢astic a jednotné teorie v8ech silovych poli neni v8ak dosud dofeSena. Nékteii
fyzikové nazyvaji takovou teorii, k niz napinaji své usili, ponékud provokujicim oznacenim ‘teorie v8eho’ a Celi
pritom vytkam z domyslivosti se strany téch, ktefl nemaji dost smyslu pro humor.

1.2 Fyzikalni soustavy

Mame-li formulovat fyzikalni teorii, musime predevsim piesné vymezit pfedmét naSeho zkouméni, definovat
fyzikdlni soustavu. Touto soustavou je koneckoncu vzdy redlny objekt ve vzajemné interakci se vemi ostatnimi
objekty. Jeho vlastnosti a bohatstvi vztahi k dal§im objektim jsou nevycCerpatelné a nelze je vSechny poznat
nebo vzit v ivahu. V dané konkretni situaci a pro dany prakticky tcel jsou v8ak nékteré vlastnosti podstatné,
jiné nepodstatné, a to ndm umoznuje nahradit redlny objekt modelem, ktery nese pouze vlastnosti v dané
souvislosti podstatné.

Nejjednodussim fyzikadlnim modelem je ‘hmotny bod’, ¢astice nebo téleso zbavend vsech svych vlastnosti
s vyjimkou polohy v prostoru v daném okamziku a své hmotnosti. Vyssi slozitost méa soustava kone¢ného poctu
hmotnych bodi, a déle tuhé téleso, jehoz pohyb 1ze redukovat na pohyb trojice hmotnych boda v neménnych
vzéjemnych vzdélenostech a nelezicich v jedné pfimce. Zajiméa néas konfigurace (poloha) dané soustavy a jeji
vyvoj v Case. V piipadé kone¢ného poc¢tu hmotnych bodi musime védét jak se méni jejich polohové vektory,
tj. musime znat zadkon pohybu kazdého hmotného bodu. Tyto zakony zjistime feSenim pohybovijch rovnic. Jsou
to obycejné diferencidlni rovnice a k tomu, abychom nasli jejich jednozna¢né feSeni, musime znat téz pocatecni
podminky, tj. polohy a rychlosti vSech hmotnych bodt v néjakém okamziku.

Mizeme zkoumat také soustavy nekonecéného poc¢tu hmotnych bodi, za jaké povazujeme napiiklad pruzné
téleso nebo n&jaky objem tekutiny (kapaliny, plynu). Zdéalo by se nemoZné fesit soustavu nekone¢ného poctu
pohybovych rovnic pro takové hmotné body. Muzeme vsak piejit v limité ke kontinuu a popisovat tyto soustavy
jako spojité prostiedi. Pak lze jeho konfiguraci urcit funkcemi prostorovych soufadnic a ¢asu, a jejich casovy
vyvoj je FeSenim parcidlnich diferencidlnich rovnic. K jednoznacnosti feSeni téchto rovnic musi byt zadany téz
okrajové (hrani¢ni) podminky. Podobné jako pro kontinuum lze formulovat i parcialni diferencialni rovnice
pro pohyb pole, napiiklad elektromagnetického nebo gravitaéniho. Model pole piedstavuje nezavislou fyzikalni
realitu, kterou nelze pievést na mechanické kontinuum.

Konfiguraci soustavy nemusime urcovat jen kartézskymi soufadnicemi a vektory v trojrozmérném prostoru,
jak je typické napiiklad pro Newtonovu mechaniku. MiZzeme jej urcovat i hodnotami jinych geometrickych
veli¢in, které lze experimentélné zjistit. Pfitom sta¢i znat pouze hodnoty uplného souboru nezdvislych velicin
ag, tj. nejmensiho poctu veli¢in, které plné urcuji konfiguraci soustavy v daném okamziku. Tento pocet nazyvame
pocet stupnii volnosti. Pro soustavu N volnych hmotnych bodi je pocet stupiiii volnosti roven s = 3NV, pro tuhé
téleso je s = 6, pro kontinuum a pro pole je pocet stupiii volnosti nekonec¢ny. Jsou-li oviem hmotné body
podrobeny wvazbam, jako napfiklad pohybuje-li se hmotny bod na zemském povrchu, pocet stupiiii volnosti se
snizuje (v daném pf¥ipadé na s = 2). Hodnoty veli¢in a; se méni v Case; mluvime o pohybu soustavy a Casové
zavislosti ag (t) urcuji trajektorie pohybu soustavy. Ty jsou feSenim pohybovych rovnic se zadanymi po¢atec¢nimi
podminkami ag(to), ax(to), které udavaji stav soustavy v okamziku ¢ = tq.

Vysledny pohyb bude zaviset na vnitinim a vnéjsim pisobeni (interakcich) v soustavé. Je-1i vnéjsi ptisobeni
na soustavu zanedbatelné, mluvime o soustavé izolované (uzaviené). Pak zaleZi pouze na vzajemném pisobeni
jednotlivych ¢asti soustavy. Jiny dilezity piipad nastava tehdy, pohybuje-li se soustava v neménnych vnéjsich
podminkdch, které sama neovliviiuje, napiiklad v €asové konstantnim vné&jsim silovém poli. Jsou-li vnéjsi pod-
minky proménné, zélezi opét na tom, zda se méni zadanym zpusobem, tedy diky vlivim mimo soustavu, nebo
zda dochazi ke vzajemnému ovlihovani soustavy s okolim. Tento nejslozitéjsi, i kdyz fyzikalné nejrealnéjsi piipad
pak vede na feSeni soustav nelinearnich diferencidlnich rovnic. V Newtonové mechanice je vzajemné plisobeni
popisovano vektorovou veli¢inou zvanou sila. Tento popis v8ak ¢asto nebyva nejvhodnéjsi a vyjadieni sily v da-
ném konkretnim piipadé muze ¢init potize. V teoretické fyzice se ukazuje u¢innéjsi a také elegantnéjsi popisovat
vzdjemné pusobeni skalarnimi funkcemi, jako je napiiklad potencidlni energie, Lagrangeova ¢i Hamiltonova
funkce apod.
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1.3 Fyzikilni principy

Pii vystavbé fyzikalni teorie a odvozovani pohybovych rovnic vychazime z obecnych principu ziskanych z ex-
perimenti. Tyto principy vyjadiuji obecné vlastnosti, krasu a symetrie pifirody. Nejzndmé&jsi jsou zdkony za-
chovdni. V izolované mechanické soustavé jsou to zdkony zachovani mechanické energie, hybnosti, momentu
hybnosti a rychlosti tézisté. Tyto zdkony l1ze odvodit z vlastnosti symetrie prostoru a ¢asu a predstavuji cel-
kem 10 konstant, které se béhem pohybu soustavy neméni. Z matematického hlediska jsou to tzv. integraly
pohybu a usnadiuji feSeni pohybovych rovnic. V dalich oblastech fyziky se uplatiuji i jiné zakony zachovéni,
zejména zakon zachovani elektrického ndboje, zdkon zachovani parity, zakony zachovani riznych kvantovych ¢isel
(elektronového, mionového, tauonového aj.), casto s poetickymi nézvy (zdkony zachovani leptonového naboje,
baryonového naboje, podivnosti, pavabu, krasy, pravdy aj.).

Tyto zakony vyjadiuji experimentalné potvrzované skutecnosti, ze nékteré déje a reakce v piirodé nemohou
probihat. Tak podle zdkona zachovani energie nelze sestrojit perpetuum mobile prvniho druhu, podle zdkona
zachovani elektrického naboje se elektron nemize rozpadnout na dva fotony apod. Nékteré zédkony zachovani
vSak neplati univerzalng, ale jen pro ur€ity druh interakci. Tak zadkon zachovéani parity, ktery souvisi s invarianci
jevi vudi zrcadlovému zobrazeni, obecné plati s vyjimkou slabych interakci, uplatiujicich se naptiklad pii
radioaktivni pfeméné beta za ticasti neutrina. V termodynamice se setkdvime se zakony, které neplati striktné,
ale maji pravdépodobnostni charakter. Tak by se napiiklad vSechny molekuly plynu v néjaké nadobé mohly
samovolné shroméazdit v jedné poloviné nadoby, ale podle druhé véty termodynamické to neocekavame, je to
nesmirné malo pravdépodobné. Podobné neoc¢ekidvame, ze nam pii hodu kostkou padne milionkrét po sobé
Sestka.

Jak bylo feceno, zadkony zachovani tzce souvisi s vlastnostmi prostoru a ¢asu, pripadné dalsich abstraktnich
fyzikalnich prostoru. Jsou pojevem principi symetrie (invariance, relativity), které udavaji, jaké mohou byt
transformace prostoru a ¢asu, aby se tvar pohybovych rovnic fyzikalni soustavy nezménil. Témito transformacemi
se zabyva matematickd teorie grup, kterd hraje dilezitou tlohu pravé v teorii elementarnich ¢éastic. Principy
symetrie vychazeji z jednoho z nejobecnéjsich principt piirody, ktery bychom mohli nazvat princip dostateé¢ného
divodu. Pohyb fyzikalni soustavy muze probihat mnoha riznymi moZnymi zpusoby a piiroda to také zkousi.
Nakonec se vSak muze realizovat jen jeden, za stejnych podminek vzdy tyZz zpusob, a musi k tomu byt néjaky
divod. Pouze diky tomu je mozna existence piirodnich zakont a exaktnich véd. Regeni tlohy o pohybu tedy
znamend zjistit, ktery z moznych pohybii se za danych podminek stane skutec¢nosti. Pfeména mozného ve
skutecné, ktera vlastné probiha i v naSem kazdodennim zivoté, je dulezitou otazkou filozofickou a zabyval se ji
ve starovéku uz Aristoteles. MoZnosti je vZdy mnoho, skuteénost pak ale jen jedna.

Newton kdysi napsal pohybové rovnice hmotnych bodi jako postulaty vychézejici z experimentii, bez od-
vozeni z néjakych obecnych principi. V teoretické fyzice odvozujeme tyto rovnice z tzv. variacénich principi,
které zkoumaji rizné moznoti pohybu a udavaji kritéria, podle nichz bude probihat skuteény pohyb. Tyto prin-
cipy zkoumd ¢ast matematické analyzy zvana varia¢ni pocet. Jsou nesmirné krasné a obecné a jak uvidime,
lze je uplatnit nejen v mechanice, ale i v teorii elektromagnetismu a dal§ich oblastech fyziky. Vychazeji z toho,
7e ur¢ita veli¢ina charakterizujici fyzikalni soustavu, kterda ma matematickou podobu tzv. funkcionalu, musi
pri skute¢ném pohybu nabyvat extremalni nebo stacionarni hodnoty. Piikladem muze byt podminka stabilni
statické rovnovahy, kterd vyzaduje, aby potencialni energie soustavy byla minimAlni.

1.4 Historicky vyvoj teoretické fyziky

Prvni fyzikalni principy, z nichZ vychézi teoretickd fyzika, se v néaznacich objevovaly uz ve starovéku. Tak
Aristoteles (384-322 pi. n. 1.) vyslovil princip, podle néhoZ sily ptisobici na pace jsou v rovnovaze, jsou-
li imérné rychlostem. Pfipomina to princip virtuanich posunuti, ktery mnohem pozdéji formuloval Johann
Bernoulli (1667-1748) a ktery se stal matematickym vychodiskem pro feSeni uloh o statice. Archimedes
(287-212 p¥. n. 1.) stanovil podminky rovnovahy na péce a hydrostatické rovnovahy. Heron Alexandrijsky
v 1. stoleti n. 1. formuloval varia¢ni princip podle néhoz Pohybujici se se snazi pohybovat po drdze, kterd je
vzhledem k prostorové vzddlenosti nejkratsi, protoZe predmét nemd cas na pomalejsi pohyb. Dokéizal také, ze
svétlo se pfi odrazu pohybuje po nejkratsi dréze.

Piesto v8ak pocatky teoretické fyziky spadaji az do 17. stoleti a jsou spojeny s pracemi Isaaca Newtona
(1643-1727). Newton podal definice zakladnich mechanickych veli¢in a vytvofil také pro teoretickou mechaniku
nezbytny matematicky aparat, diferencidlni a integralni poc¢et. Prvnim, pfimo zakladatelskym dilem teoretické
fyziky se tak stala Newtonova Philosophiae naturalis principia mathematica z roku 1687. Newton se pii formulaci
zdkonit mechaniky opiral o experimentalni poznatky Galilea Galileiho (1554-1642) a o zdkony Keplerovy.
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Johannes Kepler (1571-1630) pfitom odvodil své zakony za svého pusobeni v Praze na zakladé piesnych
astronomickych méfeni Tychona Brahe (1546-1601). V tomto smyslu miZzeme tedy dokonce povazovat Prahu
za rodisté teoretické astronomie a mechaniky.

Jiz. v Newtonové dobé se rysoval i alternativni pfistup k matematickému popisu mechanického pohybu. Tak
velky Newtoniv soupef, némecky matematik a filozof Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) prosazoval
pro popis pohybu misto sily skalarni funkei a volil veliéinu mv? nazyvanou tehdy ‘Ziva sila’. Nékteré extremalni
ulohy, naptiklad uloha o brachistochroné (kiivka, po niz se hmotny bod v tthovém poli spousti z vyse poloZeného
mista na niZze poloZzené za nejkrat$i dobu), si vynutily vytvoreni dalsi oblasti matematické analyzy, variatniho
pottu. Zasluhu o néj maji zejména Jacob (1654-1705) a Johann Bernoulliové a Leonhard Euler (1707-
1783). Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783) formuloval obecny diferenciélni princip, ktery je matematicky
ekvivalentni Newtonovym pohybovym rovnicim a umoziuje provést syntézu statiky a dynamiky.

Integralni princip minimélni akce, ktery se stal vychodiskem tzv. analytické mechaniky, je pfipisovan Pierrovi
Maupertuisovi (1698-1759), i kdyZ k nému dospéli jiz diive Leibniz a Euler. Joseph Louis Lagrange (1736—
1813) rozsifil a vymezil tento princip jako princip stacionarni akce a vychézel z ného pii své formulaci analytické
mechaniky. Jeho dilo Mécanique analytique z roku 1788 se stalo dalsim meznikem ve vyvoji teoretické mechaniky.
Jeste obecndjsi podobu tomuto principu dal v 19. stoleti irsky matematik William Rowan Hamilton (1805—
1865) a jeho jménem budeme také tento princip nazyvat. V ponékud jiné podobé odvodili varia¢ni principy
pro riuzné p¥ipady pohybu Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Heinrich Hertz (1857-1894) a jini. Dulezi-
tou modifikaci je i podoba, kterou dal analytické mechanice Karl Jacobi (1804-1851). Hamiltonav-Jacobiho
formalismus se ukazal byt vhodnym vychodiskem i pro formulaci matematické podoby mechaniky kvantove.

Mimofadnou tlohu ve vyvoji fyziky sehral objev zakona zachovani energie, ktery byl formulovén jiz ve 40. le-
tech 19. stoleti (Julius Mayer (1814-1878), James Joule (1818-1889) a Hermann Helmholtz (1821-1894)).
Je jednim z nejobecngjsich zékonu zachovani, ktery umoziioval propojit jednotlivé oblasti fyziky a byl postupné
piijiméan jako zakladni princip pfirody. Studium energetickych pfemén i v souvislosti s potfebami technického
rozvoje vedlo ke vzniku termodynamiky, s niz do fyziky postupné pronikalo védomi o tloze ndhody a pravdé-
podobnosti. Druhy termodynamicky zékon formuloval Rudolph Clausius (1822-1888) v roce 1850. Odtud se
postupné odvinula statisticka fyzika, zejména v pracich Ludwiga Boltzmanna (1844-1906). Boltzmann nasel
vztah mezi entropii a pravdépodobnosti stavu, ktery pozdéji sehral dulezitou ulohu v moderni kvantové fyzice
a teorii informace.

Vedle mechaniky se od pocatku 17. stoleti rozvijel vyzkum elektrickych a magnetickych jevi. DovrSeni
nagel v pracich Michaela Faradaye (1791-1867), vSestranného experimentatora, objevitele elektromagnetické
indukce. Prestoze Faraday nemél hlubsi matematickou pfipravu, mél vynikajici fyzikdlni intuici, kterd ho privedla
k predstavé o elektromagnetickém poli a jeho silo¢arach. Matematickou podobu dal zdkontm elektromagnetismu
James Clerk Maxwell (1831-1879) v podobé Maxwellovych rovnic. Maxwellav spis Treatise on Electricity
and Magnetism z roku 1873 sehral v rozvoji teoretické fyziky podobnou tlohu jako kdysi Newtonova Principia.

V pribéhu 19. stoleti se fyzika postupné oprostovala od mechanickych modelu elektrickych, magnetickych
a optickych jevi, které byly vysvétloviny pomoci ruznych jemnych substanci, fluid a éteru. Stalo se ziejmym,
7e vedle mechanickych soustav, ¢astic a téles je tieba pFijmout existenci poli jako jiné fyzikalni reality. Tato pole
zprostiedkuji silova ptisobeni, elektromagneticka i gravita¢ni, a mohou mit i samostatnou existenci v podobé
elektromagnetickych, a ziejmé i gravita¢nich vin. Svédéi o Newtonové hlubokém chépani prirody, kdyz odmitl
spekulovat o podstaté prenosu gravitacnich sil Hypotheses non fingo, Hypotézy si nevymyslim a pienechal tento
problém budoucim pokolenim.

Ukézalo se, ze Maxwellovy rovnice se nepodfizuji Galileiho transformacim mezi inercidlnimi vztaznymi sou-
stavami, ale obecnéjsim transformacim Lorentzovym (Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928)). To pak pfivedlo
Alberta Einsteina (1879-1955), ktery se shodou okolnosti narodil pravé v roce Maxwellova tmrti, k objevu
specidlni teorie relativity. Za okamzik jejiho vzniku se povazuje rok 1905, kdy se objevila Einsteinova prace
Zur Elektrodynamik bewegter Kdorper. Specilni teorie relativity zobecnila Newtonovu mechaniku i na pohyby
probihajici rychlostmi blizkymi rychlosti svétla a propojila mechaniku s elektromagnetismem. Pohybové rov-
nice relativistické mechaniky i rovnice Maxwellovy lze odvodit, jak uvidime, na zakladé jednotného varia¢niho
principu a popsat tak chovani soustavy nabitych ¢astic v elektromagnetickém poli. Einstein pozdé&ji (1915) ve
své obecné teorii relativity podal i vyklad gravitacéniho pole jako disledek zakiiveni prostorocasu.

Studium spektra rovnovazného zareni privedlo Maxe Plancka (1858-1947) v roce 1899 ke kvantové hypo-
téze, k poznani o kvantovani energie a o pretrzitosti pfirodnich jevi. Tim zacalo nové obdobi rozvoje teore-
tické fyziky, které vyvrcholilo ve 20. letech 20. stoleti pracemi Erwina Schrédingera (1887-1961), Wernera
Heisenberga (1901-1976) a Maxe Borna (1882-1970). V nich byl vytvofen matematicky aparat kvantové
mechaniky, s jejiz pomoci se podafilo vysvétlit vlastnosti a chovani atomii a molekul a dat tak teoreticky zaklad
i chemii.
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Dvacaté stoleti se stalo stoletim fyziky kvantové a relativistické, v nichz nasla klasickid mechanika a elektro-
dynamika své zobecnéni. Jak kvantovi, tak relativisticka fyzika pfivedla k fadé novych zdéanlivé paradoxnich
jevu, které se vymykaji nasi predstavivosti a bézné denni zkuSenosti, ale jsou v dokonalé shodé s fyzikalnimi
experimenty. Pfitom kvantova a relativisticka fyzika prameni z raznych vychodisek a dlouhou dobu mezi nimi
nebyla dostate¢na shoda. Pracemi Paula Diraca (1902-1984), Richarda Feynmana (1918-1988) a dalsich se
podafilo pieklenout tento rozpor a vytvofit kvantovou elektrodynamiku, jejiz predpovédi byly experimentalné
ovéFeny s vynikajici presnosti. V dne$ni dobé se usili teoretickych fyziku soustfeduje na ovéfovani tzv. stan-
dardniho modelu elektroslabych a silnych interakei elementarnich ¢astic. Vzdalenym cilem je vytvofeni jednotné
teorie v8ech pfirodnich interakci. K tomu je tieba vybudovat i kvantovou teorii gravitace, kterd oviem souvisi
se vznikem, vyvojem a dénim ve vesmiru. Podrobnéjsi idaje o vzniku a vyvoji fyziky vcetné teoretické lze najit
napf. v [24].



Kapitola 2

Newtonova mechanika

2.1 Newtonovy zakony

Newtonova mechanika, kterd piedstavuje prvni fyzikdlni teorii, byla vytvofena pfedeviim k popisu pohybu
nebeskych téles jako soustavy volnych hmotnych bodu. Interakce mezi jednotlivymi hmotnymi body je dana
zakonem silového pisobeni, v daném piipadé Newtonovym zékonem gravitaénim. Takto vyjadiené sily pak
vystupuji v Newtonovych pohybovych rovnicich, jejichz feSenim najdeme zédkon pohybu soustavy, tj. zménu
polohy jednotlivych ¢astic v ¢ase. Jako mira mnozstvi jejich pohybu slouzi sou¢in hmotnosti a rychlosti ¢astic,
tedy veli¢ina, kterou nazyvame hybnost. Sila a hybnost jsou typickym pfikladem vektorové fyzikalni veli¢iny
a Newtonova mechanika je proto mechanikou vektorovou.

Newtonova mechanika je zalozena na tfech zakladnich zédkonech, vlastné axiomech, které Newton postuloval
na zakladé zkugenosti:

1. Zakon setrvacénosti:

Kazdé téleso setrvdvd ve svém stavu klidu nebo rovnomérného piimocarého pohybu, pokud a dokud neni vitis-
tengmi silami donuceno svij stav zménit.

2. Zakon sily:
Zména pohybu je umérnd hybné vtisténé sile a nastdvd ve sméru primky, podél niZ sila piisobi.
3. Zakon akce a reakce:

Proti akci vZdy existuje stejné velkd reakce; jinak: vzdjemnd pusobeni dvou téles jsou si vZdy rovna a miti na
opacné strany.

Prvni Newtoniv zédkon byl vlastné formulovan jiz Galileim a tzce souvisi s pojmem inercialni vztazné
soustavy (systému). Pod pojmem ‘vtisténych’ sil se rozumi tzv. sily pravé, tj. takové, p¥i nichz jedno
t&leso pusobi na druhé; muzeme tedy ukézat na zdroj téchto sil. Newtontuv termin ‘téleso’ (latinsky ‘corpus’)
interpretujeme dnes jako tzv. hmotny bod, tedy objekt, ktery je charakterizovan pouze svou polohou (trojici
kartézskych soufadnic) a hmotnosti. Pro stru¢nost, pokud nemuze dojit k zdméné, budeme v mechanice misto
vyrazu hmotny bod nékdy pouzivat termin €astice. Zakon setrva¢nosti pak tvrdi, Ze Castice, na niz nepusobi
prave sily (bezsilova &astice), nebo jsou-li tyto pravé sily vyrovunény, se pohybuje rovnomérné piimocaie nebo
zustava v klidu.

Pohyb ¢astice musime ovSem vzdy pozorovat v urcité vztazné soustavé. Pokud se v této soustavé zakon
setrvacnosti (inercie) experimentalné potvrzuje, nazyvame tuto soustavu inercialni. Z ¢isté logického hlediska
je to ovem kruh — inercidlni soustava je ta, v niz plati zdkon inercie a zakon inercie plati v inercidlni soustave.
K urceni inercidlni soustavy staci tfi vhodné vybrané bezsilové ¢astice a kazdé dalsi bezsilova ¢astice se v takové
soustavé bude pohybovat rovnomérné pifmocaie. Zptsob vybéru téchto tif ¢astic udava Langeova véta (Ludwig
Lange 1863-1936):

14
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Inercidlni soustavou je kaZdd soustava soutadnic, vici niz jsou drahy 77 hmotnijch bodi (které nelezi
v jedné primce) vypusténiych ze stejného bodu prostoru a pak ponechangch sobé samiym, vesmés
primocaré. Vzhledem k inercidlni soustavé je pak i driha kaZdého cturtého sobé samému ponechaného
bodu primocard.

K tomu je oviem tieba prifadit i inercialni Casovou stupnici, tj. takovou, vzhledem k niz hmotny bod ponechany
sam sobé urazi na své draze za stejnou dobu stejnou vzdalenost.

Pokud vztazna soustava nebude inercialni, budou v ni pohyb ¢astic ovliviiovat tzv. setrvaéné (nepravé)
sily, které nemayji sviij zdroj v jinych ¢asticich nebo télesech. Je otézkou, odkud se tyto sily berou. Newton si
dobie uvédomoval hluboky smysl svého zdkona setrva¢nosti a i kdyz jesté nepouzival pojem inercialni vztazné
soustavy, domnival se, Ze pohyb je tfeba vztahovat k nehybnému, absolutnimu prostoru a dobu k nezavisle
plynoucimu ¢asu. Takovy absolutni prostor bez téles mé ponékud chiméricky charakter, a proto se Ernst Mach
(1838-1916) pokusil hledat pivod setrva¢nych sil v celkovém rozlozeni ¢éstic ve vesmiru (Machiiv princip).

Zakon setrvacnosti predpoklada, ze existuje alespoii jedna inercidlni vztazné soustava. Nakolik je tento
piedpoklad splnén, je otdzkou experimentalniho ovéfeni. Vime, Ze v praxi uZivané vztazné soustavy (spojené se
Zemi, se Sluncem a rovinou ekliptiky, se stalicemi) spliwji poZzadavek inercidlnosti pouze piiblizné. S nejvétsi
pfesnosti za inercidlni povazujeme soustavu spojenou se systémem vzdalenych galaxii, ale je mozné, ze dokonale
inercidlni vztazna soustava vibec neexistuje. Bylo by lakavé spojit vztaznou soustavu s pozorovanym vesmirem
jako celkem; problém je ovSem v tom, Ze tento vesmir je podle nagich dosavadnich znalosti unikatni a jeho
piipadny pohyb nemame vici ¢emu vymezit.

Matematicka vsuvka 1.
Vektory a Einsteinovo sumacni pravidlo

Vektorové veli¢iny v trojrozmérném eukleidovském prostoru chapeme jako uspoiadané trojice (redlnych)
¢isel, které se pii prechodu od jedné kartézské soustavy soufadnic k druhé transformuji linedrnimi ortogonalnimi
transformacemi stejné jako polohovy vektor (nazyvany ¢asto nehezky ‘radiusvektor’) » = (z,y, z) = (21, 2, x3)
tvofeny tiemi kartézskymi soufadnicemi. Obecny vektor a = (az, ay,a;) = (a1, a2, ag) mizeme zapsat pomoci
jednoho indexu (napf. 4,5, k apod.), ktery nabyva hodnot 1,2,3. Zkracené tedy a = a;. Ve vektorové algebie
je zavedeno s¢itani vektort vztahem c¢; = a; + b; a nésobeni vektoru ¢islem b; = ka; Tyto operace splhuji
komutativni, asociativni a distributivni zdkony. Déle je definovan vektor nulovy a ke kazdému vektoru vektor
opacny. Takova mnozina vektoru se pak nazyva wektorovy prostor.

MuZzeme si ho nazorné piedstavit také jako prostor orientovanych tsecek (‘Sipek’) a jeho soutadnice a; jako
orientované projekce téchto usecek do kartézskych os. S¢itani takovych vektora je pak definovano pravidlem
uhlopficky v rovnobézniku tvofeném témito useckami. Vektory tedy popisuji fyzikdlni veli¢iny, které jsou cha-
rakterizovany kromé velikosti téz smérem.

Zavedeme tzv. Einsteinovo sumacni pravidlo obvyklé v teoretické fyzice: index, ktery se v nékterém clenu
vyskytuje dvakrat, se automaticky povazuje za sc¢itaci. Tak a; = a;ja; je zkraceny zapis pro a) = 2;21 Qa5
Podobné

a;a; = aya; + asay + azaz = |al* = a*. (2.1)

Vsimnéte si, ze tato veli¢ina uz neni vektorem, neni charakterizovdna indexem a piedstavuje druhou mocninu
velikosti vektoru a, tedy ¢islo. Poznamenejme, Ze pro scitaci index mizeme pouzit libovolné pismeno, pokud se
toto pismeno v daném ¢lenu uz neobjevuje. Déle definujeme Kroneckeriv symbol 6;; jako

| 1 proi=j
0ij = { 0 proi # j. (2:2)
Linearni transformace vektoru
ag = aij aj (23)

je urcena transformacni matici «;;. Pokud jeji koeficienty spliwji podminku
Qik 0y = Okj (2.4)

nazyvé se tato transformace ortogondlni. Piikladem takové transformace muze byt pootoceni soufadnych os
v prostoru. M4 tu vlastnost, ze ponechava beze zmény euklidovské vzdalenosti bodi a tihly mezi piimkami.
Budou-li polohové vektory jednoho z bodi x; a druhého y;, plati pro druhou mocninu vzdalenosti mezi body

(2 —y) (@] —yi) = aijoir(z; —yi) (@ —yr) = (25 — y;) (x5 — y;)-
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Inverzni transformaci dostaneme tak, Ze vztah (2.3) vynasobime «yj a vysGitame pfes i:
! _ 6 _
Qi Q; = Qi Q5 G5 = Okj A5 = Q) -
Tento vztah muzeme piepsat téz jako

aj; = oyj a;

i  mebo a; = ajaj . (2.5)

Porovnanim s (2.3) vidime, Ze inverzni transformace je ur¢ena transponovanou transformadcni matici.
Podle pravidel nasobeni matic miZeme zapsat vztah (2.4) ve tvaru

ATA=1, (2.6)

kde A je matice koeficienti a;;, AT je matice transponovand a I je jednotkova matice. Vzhledem k tomu, 7e
|ATA| = |A|? = 1, vidime, Ze determinant matice A miiZze nabyvat hodnot |A| = +1. Hodnot& +1 odpovidaji
tzv. vlastni ortogondlni transformace, hodnoté -1 nevlastni ortogondlni transformace. Nevlastni ortogonalni
transformace maji tu vlastnost, ze pravotocivé kartézské soustavy soufadnic prechazeji v levoto¢ivé a naopak.
Typickou nevlastni ortogonalni transformaci je inverze os, jejiz matice A = —1.

Vektory, které pii inverzi soufadnych os méni znaménka svych soufadnic na opatné (napf. polohovy vektor
r = (x,y,2) nebo vektor rychlosti © = (&,9, 2)) se nazyvaji vektory poldrni. Naproti tomu vektory, které pii
inverzi soufadnych os znaménka svych soufadnic neméni, se nazyvaji azidlni nebo téz pseudovektory (napi.
moment hybnosti a kazdy vektorovy sou¢in dvou polarnich vektori).

Pii studiu jakychkoli transformaci nas vidy zajimé otazka invariantd, chceme védét, které veliiny se pii
provedené transformaci neméni. U vektort jsou takovymi invarianty ziejmeé velikost (absolutni hodnota) vektoru,
tj. délka vektorové usecky |a| = \/a;a;, a také skaldrni soucin dvou vektoriu:

a-b= (5ijaibj = Cl,ibi (27)

(index u téchto vyrazi po sefteni vymizi). Tyto invarianty nazyvame skaldry. Skalar je vidy vyjadien jednim
¢islem (nap¥. hmotnost, elektricky néboj aj.). Pokud by takova veli¢ina ménila p¥i nevlastnich transformacich
znaménko, 3lo by o pseudoskaldr (napf. skalarni soucin polarniho a axialniho vektoru).

Presvédcte se o tom, Ze jsou-li sméry dvou vektorovych tsecek vzajemné kolmé, je skalarni soucin téchto
vektori roven nule.

Lze dokazat, ze existuje-li jedna inercidlni vztazZnd soustava, existuje jich nekonecny pocet. Je-li soustava
S, kterou budeme povaZzovat za nehybnou (laboratorni), definované kartézskymi osami soufadnic z = z1, y =
To, z = x3 inercialni, bude zrychleni hmotného bodu, na néjz neptisobi pravé sily, nulové:

ij=a;=0, j=1,2,3. (2.8)

(Gasovou derivaci oznatujeme spolu s Newtonem teckou).
Piejdeme nyni k nové vztazné soustavé S’ pomoci tzv. obecné Galileiho transformace

z; = aij (x5 — X;) - (2.9)
Zde o;j jsou konstanty charakterizujici natoceni soustavy S’ viaci S a X, jsou soufadnice pocatku O v S.
Pocatek O’ se pfitom pohybuje v ¢ase rovnomérné piimocare:
0

X; =XV +Vt, (2.10)

kde X]Q, V; jsou konstanty. Piedpokladame, Ze Cas plyne ve v8ech vztaznych soustavich stejné, Ze je univerzalni
a absolutni. V nerelativistické fyzice ¢as mé tedy charakter parametru. Potom ziejmé

v =1} = oy (25— Vj) (2.11)

a; = l‘; = Q4j5 $J = Q45 Qj . (2.12)

Z (2.12) plyne, ze je-li zrychleni v soustavé S nulové, bude nulové i v soustavé S’ a ze zpétné transformace
dostaneme, Ze toto tvrzeni plati i naopak. VSechny soustavy vazané s inercidlni soustavou S transformaci (2.9)
jsou tedy také inercidlni a tvrzeni je dokazéno.
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Zvlastnim piipadem obecné transformace (2.9) je specidlni Galileiho transformace, ktera predpoklada, ze
odpovidajici (stejnojmenné) osy obou soustav soufadnic S a S’ jsou souhlasné rovnobé&zné, pohyb soustavy S’
probiha v kladném smeéru osy z konstantni rychlosti V' vzhledem k soustavé S a pocatky obou soustav O a O’
v jednom okamziku splyvaji (viz obr. 6.1). Tento okamzik mtZeme zvolit za pocatetni t = 0. V Newtonové
mechanice plyne ¢as ve vSech vztaznych soustavach stejné. Mame tedy transformaci

=x-Vt, Y=y, =z, t'=t. (2.13)

Zpétnou transformaci dostaneme snadno, uvazime-li, ze soustava S se pohybuje viici soustave S’ rychlosti —V.
Pii pfechodu od jedné inercialni soustavy k druhé muZeme transformace (2.13) pouzivat bez ijmy na obecnosti
(osu z muzeme vzdy zvolit ve sméru vzajemného pohybu soustav a ostatni osy natocit souhlasné rovnobézné).

Druhy Newtoniv zakon formuluje myslenku, Ze sila neni p#i¢inou pohybu (jak by se na prvni pohled zdalo),
nybrz pri¢inou zmény pohybu. Za miru pohybu zde bereme vektor hybnosti, ktery je pro hmotny bod hmotnosti
m pohybujici se rychlosti v roven p = mwv. Oznacime-li vektor sily jako F', miZeme psat

dp

F=Fk—. 2.14
k4 (2.14)

Je-li hmotnost m konstantni, mtiZeme zékon (2.14) vyjad¥it pomoci zrychleni ¥ = a ve tvaru

F=kma. (2.15)

Na prvni pohled by se mohlo zdat, Zze druhy Newtonuv zakon vlastné definuje silu a neni tedy zakonem. Aby tomu
tak nebylo, je tfeba uréit silu nezévisle, tedy udat zdkon silového piisobeni (interakce) mezi dvéma ¢asticemi.
Toho si byl Newton védom a doplnil své pohybové zdkony o zakon gravitacni. Podle tohoto zakona Castice
o hmotnosti m; a polohovém vektoru r; puisobi na ¢astici o hmotnosti ms a polohovém vektoru r, pfitazlivou

gravitaéni silou
mip mo T

b)
2 7

F=-G

" (2.16)

kde r = 7o — rq a gravitaéni konstanta G = 6,67 - 107! m3kg 's~2.

Hmotnost ¢astice oznafend symbolem m vystupuje jednak ve vztahu mezi silou a zrychlenim (2.15), jednak
v gravita¢nim zakonu (2.16). Newton si uvédomoval, Ze odnikud neplyne, Ze by tyto dvé velifiny oznacené tymz
symbolem musely byt totozné (nebo alespoil vzajemné Gmérné) a Ze je nutno to experimentalné ovétit. V prvnim
piipadé vystupuje hmotnost ¢astice jako mira jeji setrvacnosti (hmotnost setrvacénd), ktera udava, jak velkeé sily
je tfeba k tomu, aby bylo ¢astici udéleno dané zrychleni. Ve druhém piipadé je hmotnost méritkem gravita¢niho
pusobeni mezi ¢asticemi, tedy vystupuje jako jakysi ‘ndboj’ hmoty (hmotnost gravitacni).

Hmotnost je jednou ze zdkladnich vlastnosti hmoty, jeji existence je experimentalni fakt a neni mozno ji
definovat pomoci jednodussich pojmi. Je v§ak mozno a nutno udat zptsob, jak hmotnost méfit, a ovéfit vztah
mezi hmotnosti setrva¢nou a gravitaéni. Davné zkuSenost i dimyslné uvahy a experimenty piivedly Galileiho
k zavéru, ze vSechna télesa, lehka i tézké, nezéavisle na jejich chemickém slozeni, padaji ve vakuu se stejnym
zrychlenim. Odtud plyne i poznatek, ze doba kyvu kyvadla nezavisi na jeho hmotnosti a Newton tuto skute¢nost
ovéroval pfesnymi experimenty. To svéd¢i o vzdjemné tmeérnosti setrvacné a gravitaéni hmotnosti. Zvolime-li
vztah (2.15) jako vychozi pro volbu jednotky hmotnosti a polozime v ném konstantu k& = 1, musime gravita¢ni
konstantu ve vztahu (2.16) zjistit experimentalné. To provedl s vynikajici pfesnosti v roce 1798 Henry Caven-
dish (1731-1810) pomoci torznich vah. Umérnost setrvacné a gravitaéni hmotnosti umoziiuje v praxi urcovat
hmotnost vazenim. Je ovéfena s presnosti, kterou umoziuji fyzikalni méfeni, a pfivedla Einsteina k formulaci
tzv. principu ekvivalence. BliZze se o ném zminime v odstavci 9.2 pojednéavajicim o obecné teorii relativity.

Gravitacéni sily mezi dvéma ¢asticemi, podobné jako elektrostatické sily mezi dvéma bodovymi naboji, jsou
piikladem sil centralnich a izotropnich, tj. sil, které mifi podél spojnice interagujicich ¢astic a nezévisi na
vybraném sméru v prostoru. Jejich velikost je funkci pouze vzdélenosti ¢astic. Jsou proto invariantni viadci
Galileiho transformaci a Newtontv zékon sily tak mé stejny tvar ve v8ech inercialnich vztaznych soustavach.

Sila a hybnost jsou obecné funkcemi casu a v druhém Newtonové zakonu je uvazujeme v témz okamziku.
Predpokladame, ze zména sily mé za nasledek okamZitou zménu hybnosti. Newtonova mechanika chépe inter-
akci jako actio in distans, okamzité silové pusobeni na dalku, bez zprostfedkujiciho ¢initele (signalu). Nebere
v tvahu kone¢nou rychlost sifeni interakce. Newton odmitl koncepce tehdejsi pfirodni filozofie o pohybu planet
pusobenim éterovych vétri a virt, jak si je pfedstavoval Descartes, a meziplanetarni prostor ‘vyprazdnil’. Pfi-
tom zaroven odmitl vytvaret spekulace a hypotézy o podstaté gravitacniho pusobeni.
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Tteti Newtoniv zakon umozihuje prejit od mechaniky jedné ¢astice k mechanice soustavy ¢astic. Tento zédkon
pfitom neplati pro libovolné sily (neplati naptiklad pro sily mezi mezi pohybujicimi se elektrickymi naboji). Sou-
visi také s okamzitou rychlosti §ifeni interakce, nebot predpokladéa, Ze se vznikem nebo zanikem akce okamZzité
vzniké ¢ zanika i reakce. Jestlize Newtonuv zakon setrvacnosti a zakon sily vychézely uz z poznatki Galileiho,
je zakon akce a reakce puvodni Newtonuv pfinos.

V Newtonové mechanice se dale uplatiiuje princip superpozice. Sily pusobici na Castici se strany vice ¢éstic
se vektorové séitaji a vzajemné se neovliviiuji. Newtonova mechanika je tedy teorie lineadrni. VSechny t¥i New-
tonovy zékony plati v téze podobé ve vSech inercidlnich vztaznych soustavich spjatych vzajemné Galileiovymi
transformacemi (jsou galileiovsky invariantni). Odtud plyne Galileiho princip relativity:

Vsechny mechanické déje probihaji ve vsech inercidlnich vztaznijch soustavdch spjatjch Galileiovgmi
transformacemi podle stejnijch zdkoni. Ezperimentdlnim zkoumdnim mechanickijch déji nelze tyto
inercidlni vztazné soustavy navzdjem odlisit.

Z matematického hlediska Newtonova mechanika soustavy N ¢astic vyzaduje Fesit 3V obycejnych diferencialnich
rovnic druhého fadu:
Me xaz(t) = Fai . (217)

Index o = 1,2,..., N ¢isluje jednotlivé ¢astice, i = 1,2 ,3 udava soufadnice ¢astic. Aby tato soustava rovnic
méla jednoznacné feSeni, musime znit 6N pocdtecnich podminek

Tai(to) = 205 Failto) =10 , (2.18)

tj. polohy a rychlosti v8ech ¢astic v daném okamziku ¢g. Pak je konfigurace soustavy uréend x;(t), Zai(t) v libo-
volném okamziku minulém ¢ budoucim jednoznacné ddna. Newtonova mechanika je tedy v tomto matematickém
smyslu pfisné deterministickd, neni v ni misto pro ndhodu. Schopnost Newtonovy mechaniky pfesné predvidat
vzéjemnou polohu nebeskych téles, zatméni a pruchody periodickych komet, a dokonce vypocitat polohy dosud
neznamych téles (planetky, Neptun) pusobila na soucasniky velkym dojmem a upevhovala duvéru ve védecké
poznani. Teprve moderni fyzika se vymanila z tizkého ramce mechanistického determinismu.

Souhrnné muzeme fici, ze Newtonova mechanika vznikla za uréitych historickych podminek piedev§im ke
studiu na8i planetarni soustavy, tj. izolované soustavy ¢astic vzajemné interagujicich gravita¢nimi silami zavi-
sejicimi na vzdalenostech podle Newtonova gravitacniho zdkona a pohybujicich se nepfili§ velkymi rychlostmi
(ve srovnani s rychlosti svétla). Vyjdeme-li za ramec téchto pfedpokladi a budeme-li uvazovat naptiklad sily
zévislé na rychlostech ¢astic, sily vazbové, které pohyb nejriznéjsim zptisobem omezuji, sily elektromagnetickeé,
které mohou byt i necentralni, neizotropni a nevyvolavaji okamzitou reakci, sily tfeni spojené s disipaci energie,
narazime na obtiZe, které nas pfinuti hledat obecnéjsi vychodiska teorie a adekvatnéjsi matematicky aparat,
nez nam poskytuje Newtoniv formalismus. Pfedev§im ziskdme pocit, Ze pojem sily neni mozna nejvhodnéjsi
k popisu interakce mezi ¢asticemi a ze by bylo 1épe zalozit mechaniku na jinych principech nez jsou Newtonovy
vektorové zékony sil.

Specialni druhy sil

Uvazujme napftiklad sily zdvislé urcitym zpisobem na rychlostech dstic. Pfedpokladejme, Ze pravé sily mezi ¢asticemi v urcité
konkretni inercialni soustavé S jsou dany vztahy

FaBi = (xﬁl - xoci)foéﬁ ; (219)

kde F,g je sila, kterou astice 8 plisobi na &astici a a fog = fga. Jde tedy o sily spliujici zakon akce a reakce. Necht konkretné

ftilﬁ) = eaeptai®pip(Tap),
fc(fﬁ) = catp(®pi — Tai)(Tgi — Tai)X(Tas), (2.20)
fc({q}; = Nang(@pi — Tai)(Tgi — Tai)P(Tap),

kde g = /(@gi — Tai) (@8 — Tai) @ €a, Ea ,Ma jsou konstanty. Vyjadifme sloZky téchto sil v libovolné kartézské soustavé S’
a zjistime, které z téchto systémi jsou rovnocenné s inercialni soustavou S.
Pfejdeme nyni k nové kartézské soustavé S’ pomoci obecné transformace typu (2.9), kde viak a;j, z;(O’) jsou obecnymi
funkcemi Casu:
xp = iy (25 —z;(0") , @ = ay (¢ —23(0)) . (2.21)
Ziejmé
Tig; — Ty = Qij(Ta5 — Tay) atake Tig=Tap . (2.22)
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bez omezeni na veli€iny a;j, x;(0O’). ProtoZe se pravé sily transformuji jako vektory,

Fl = ai;Fj (2:23)
dostaneme z (2.19) vynasobenim koeficienty o;; vatah
Flgi = aij(xgj — Taj)fap = (s — T0i) fap - (2:24)
Zbyva tedy vyjadiit fop v soustavé S’. Derivovanim druhého ze vztahd (2.21) dostaneme
# = il — #(0)) + il — 25(0)) - (2.25)

Dosazenim do f(ilg dostaneme vzorec téhoz tvaru jako v soustavé S, tj.

IS8 = cacpajitl kit e (ras) = acainidp(rap) (2.26)
pouze tehdy, kdyz é&j; =0 a z; (O0)=o.

Z toho plyne, Ze pii existenci sil s fog = f(ilﬁ) by byly proti ostatnim vyznacné ty soustavy, které jsou vici konkretni inercialni
soustavé S v klidu. Mohli bychom je oznacit jako absolutné klidné. Galileiho princip relativity by v tomto piipadé neplatil. Obdobny
postup v piipadé fog = f((fﬁ) ukazuje, Ze tvar zakona sily se zachova jen pii ¢;; = 0. Pohyb pocatku O viuci S’ (nebo O’ viici S)
miize v8ak byt i zrychleny. Posledni zakon sily s f,g = f((jﬁ) je konetné& invariantni vi¢i viem ortogonalnim transformacim (2.21).
Lze se o tom pFesvédcit, pouzijeme-li obratu (rog = ra — 73)

. d 1 2 .
TaB " TaB = v (ETQﬁ) = TaBTap
7 hlediska tohoto z&kona by tedy byly vSechny kartézské soustavy zcela rovnopravné, podobné jako napft. z hlediska Newtonova
zékona gravita¢niho.
Vzorce pro sily v této tloze jsou sice uméle zkonstruovany, ale nejsou docela vymyslené. Podobné ¢leny se totiz vyskytuji
v pfFibliznych vzorcich pro sily, jimiz na sebe piisobi pohybujici se bodové elektrické naboje. Vidime tedy, Ze Galileiho princip nemé
obecnou platnost a ze existujf sily zavislé na rychlosti, které vyZzaduji zobecnéni tohoto principu, maji-li ziistat vSechny inercidlni

vztazné soustavy rovnopravné.

2.2 Setrvacéné sily

Jestlize se vztaznd soustava pohybuje vzhledem k néjaké inercidlni soustavé se zrychlenim, je neinercidlni.
Provedeme-li transformaci vektoru zrychleni do neinercidlni soustavy, objevi se v Newtonové zakoné (2.15) nové
Cleny, které oznacujeme jako setrvacné sily. Tyto sily nemaji svij zdroj v plisobeni né&jakych urcitych téles
a nazyvame je proto téz sily ‘zdanlivé’, ‘nepravé’.

Bude-li se tedy vztazna soustava S” pohybovat vaci soustavé S (na rozdil od Galileiho transformace (2.9))
nerovnomérngm translacnim pohybem X (t), mizeme osy obou soustav S a S’ zvolit souhlasné rovnobé&znymi

a z transformace
=T; — Xi(t) (2.27)

dostaneme

kde V;(t) = X;(t), Ai(t) = V;(t) jsou funkcemi ¢asu. V neinercidlni vztazné soustavé S’ muzeme tedy zapsat
Newtonovu pohybovou rovnici ve vektorovém tvaru

ma' =ma —mA =F —mA. (2.29)
Vedle vyslednice pravych sil ' = ma se v rovnici objevil novy ¢len odpovidajici translaéni setrvacné sile
Ftr = —’1’7’1447 (230)

ktera neni vyvoldvana né&jakym konkretnim télesem. S touto silou se bézné setkdvame pii zpomalovini nebo
zrychlovani dopravnich prostfedki.

Bude-li dale kartézska soustava soufadnic S’ vzhledem k soustavé S vykonavat casové proménnou rotaci
kolem daného bodu, miZzeme bez tjmy na obecnosti ztotoznit po¢atky obou soustav O a O'. Ortogonalni trans-
formace souradnic (2.3) pak vede na transformaci soufadnic pohybujici se ¢astice

i (t) = ai () (1) (2.31)
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Ve vektorovém zéapisu ovsem Castice mé radiusvektor r(¢), jehoz slozky v soustavach S a S’ jsou (z1(t), x2(t), x3(t)),
() (t), 25(t), 25(t)). Nyni je nasim cilem urcit zrychleni a’(t) ¢astice v rotujici neinercialni soustavé S’.

K tomu nejprve dokidzeme vztah mezi ¢asovymi derivacemi slozek néjakého obecného ¢asové proménného
vektoru b(t) v soustaviach S a S’ ktery zapiSeme symbolicky ve vektorovém tvaru

db db
<dt>s/ = <dt>s + b x Q. (232)

Oznacuji-li b;(t) a b}(t) slozky vektoru b(t) v soustavach S a S, plati ortogonélni transformace (2.3) ve tvaru
bL(t) = sy ()b (). (2.33)
Pf1i derivaci podle ¢asu se uplatni pravidlo derivace sou¢inu

dbj (1)

dbj (t) dOéij (t)
dt +

dt dt

= ay(t) bi(t): (2.34)
Pfi porovnani se symbolickym vektorovym vztahem (2.32) je ziejmé, ze db(t)/dt jsou slozky vektoru (db/dt)g
v soustavé S" a a;(t)db;(t)/dt jsou slozky vektoru (db/dt)g, také v soustavé S’. Zbyvajici ¢len je pak urcen
derivaci transformacni matice A(t) = («a;;(t)) podle ¢asu. Vzhledem k tomu, Ze tato matice musi spliiovat relace
ortogonality (2.4), (2.6)

aik(t)ajk(t) = (;ija A(t)TA(t) = I,

pro jeji derivaci podle asu A(t) = (dy;(t)) plati cup(t)ajx(t) + ai(t)djr(t) = 0. Oznacime-li

75 () = din(t) i (t),

vidime, Ze matice (v;;(t)) je antisymetricka, v;;(t) = —v},(t). Vyuzijeme-li relaci ortogonality (2.4), mizeme

K3
psat
G (t) = Vipou; (1)
Posledni ¢len (2.34) je tedy roven
da;; (t)
S (8) = Yiperns ()b 1) (2:35)
Podle Einsteinovy konvence se s¢itd pies oba indexy k = 1,2,3 a j = 1,2,3. Protoze indexy i,k odpovidaji
soufadnym osam soustavy S’, piSeme 7., (¢).

Matematicka vsuvka 2.
Levi-Civitav symbol a thlova rychlost

Ukézeme si, jak popsat okamZitou thlovou rychlost rotace. Vyjdeme z infinitesimélniho (nekone¢né malého)
pootoceni soustavy souradnic. Kartézské soutradnice se transformuji podle vztahu platného do 1. fadu v €

x; = Qu;T; = (6119 + E’Yik)xk; =T +EYikTk - (236)
Z podminky ortogonality rotacni matice a;; (2.4) vyplyva
(5ik + 5’7%)(5”- + 6’}’@') = 5kj , (2.37)

takze do prvniho Ffadu v € musi platit

Matice (y;x) je tedy antisymetrickd a ma pouze tii nezavislé prvky, které cyklicky oznacime jako 21 = 723, atd.:
0 Qs —y

(r)={ -2 0 & . (2.39)
Qs - 0
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Zavedeme Levi-Civitiv symbol e;;1, ! ktery je definovan tak, Ze

+1  je-li (ijk) suda permutace (123)
gijk =4 —1 jeli (¢jk) lichd permutace (123) (2.40)
0  shoduji-li se alespoii dva z indexu (ijk).

Snadno se presvéd¢ime, Ze pro néj plati
€ijk€imk = 0i10jm — Oimdj1 , €ijkijn = 2! 04, Eijpcijr = 3! .

Pomoci Levi-Civitova symbolu lze elegantné vyjadrit vektorovy soucin dvou vektori a X b = (asbs —asbs, agby —
albg, albg — agbl) jako
(a X b)l = sijkajbk, (241)
a také smiseny soucin
ap a2 as
a - (b X C) = sijkaibjck =| b by bg . (242)
C1 C2 C3

Vsimnéte si, ze z vlastnosti determinantu plyne, Ze hodnota smiSeného soucinu nezédvisi na umisténi znaka
skalarniho a vektorového soucinu. Na zakladé vlastnosti Levi-Civitova symbolu se dale muzeme piesvédcit,
7ze vektorovy soucin dvou polarnich vektorti je axialni vektor a ze smiSeny soucin tii polarnich vektoru je
pseudoskalar.

V geometrické interpretaci ma vektorovy soucin dvou vektort velikost rovnou obsahu rovnobéznika tvoreného
obéma vektory a miii kolmo k roviné obou vektorta ve sméru pohybu pravotocivého §roubu otaceného od vektoru
a k vektoru b kratsi cestou. Velikost smiSeného soucinu tif polarnich vektora nelezicich v jedné roviné vyjadiuje
objem rovnobéznosténu urceného touto trojici vektorii podél hran. Piesvédéte se o tom.

Vztahy mezi v;, a ; miZeme tedy zapsat jako

1

Vit = €k, Q= ik Vjk- (2.43)

Pfi infinitesimalni rotaci soustavy soufadnic se soutfadnice radiusvektoru zméni o
!/
0x; = T — Tj = €YipTr = €€iTRSY - (2.44)

ProtoZe pro vektorovy soucin vektoru r = (z1, z2, 23), Q@ = (21, Q2,Q3) plati (r X Q); = g2, Q;, miZeme psat
zménu soufadnic radiusvektoru ve tvaru

dx; =e(r x Q); = (r X dp);, kde dp = e (2.45)
Tento vztah se nékdy symbolicky zapisuje
or =er x Q=17 xdp.

Q je axialni vektor ve sméru okamzité osy rotace a smyslu pravotoivého sroubu a |e€?| je rovno thlu pootoc¢eni
dp. Pritom
|07 = |er x Q] = rsinddyp . (2.46)

Infinitesimélni rotaci kartézské soustavy tedy muZeme popsat axialnim vektorem d¢p a vzhledem k (2.45) 1ze
rizné infinitesimalni rotace vektorové séitat.
Podotknéme, Ze pii pootoceni vektoru r vici pevné soufadné soustaveé, které je zndzornéno na obr. 2.1, plati
vektorovy vztah s opa¢nym znaménkem
or =0p X 7. (2.47)

V tomto piipadé jde o tzv. aktivni interpretaci transformace — na rozdil od (2.45), kde jsme uvaZovali pasivni
pootoceni soustavy souiadnic.

ITullio Levi-Civita, 1873-1941, italsky matematik.
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3 A
Sp=eQ
< ) SF=8(xF
4
) 7
0 2

Obrazek 2.1: Infinitesimalni rotace

Vratime se nyni k vysledku (2.35). Pouzijeme-li vztah (2.43), dostaneme
Vintukibi = YVixbh = irbp Yy = (b x Q); (2.48)
Odvodili jsme tedy vztah (2.32). Zifejmé z ného plyne v pfipadé b(t) = Q(t)

(%), (),

dr dr
(dt)s/ = (dt)s + r X Q . (250)

Posledni vztah je pifipadem adi¢niho teorému pro rychlosti

a v piipadé b(t) = r(t)

v=v'+ (v)", (2.51)

kde (v)* = Q x r je undsivd rychlost zpiisobend otdcenim soustavy S’. Konetné dvoji aplikaci vektorové formy
vztahu (2.32) na r(t) dostaneme transformaci zrychleni do rotujici soustavy:

(2, (2, [8), 0 [(3),

<§t)s ((i)sT_QX (i)sr— (i)s(ﬂxr)—i—ﬂx (Qxr)=

= a-20xv-QXr+QAx (Qx7)=
= a-20xv —Qxr-—Qx (Qx7r)=

= a—ag—ag— aq. (2.52)

Pfedposlednim krokem byla substituce (2.51), aby zrychleni v otacejici se soustavé bylo vyjadfeno pomoci
rychlosti a radiusvektoru v soustave S’.

Pii transformaci zrychleni do rotujici vztazné soustavy se tedy objevily tfi nové ¢leny, které jsme oznacili
jako ac (zrychleni Coriolisovo), ag (zrychleni Eulerovo) a aq (zrychleni dostiedivé). To odpovida situaci, kdy
v rotujici soustavé pusobi na ¢astici hmotnosti m kromé pravych sil obecné téz tii nepravé, setrvacné sily:

sila Coriolisova : Fg = 2muv’ x Q
sila, Eulerova : Fp=mr' xQ
sila odstfediva: F, =m x (r' x Q)
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Ve vektorovém zapisu oviem muzeme klast ' = r.

V neinercialni vztazné soustavé tedy na ¢astici obecné pusobi vedle vtisténé, pravé sily (napf. gravitaéni nebo
elektromagneticke) jesté ¢tyii dalsi sily setrvacné, nepravé: sila translacéni (2.30), sila Eulerova, sila odstiedivd
a sila Coriolisova (Gaspard Gustave Coriolis, 1792-1843). Prvni tii z téchto sil plsobi i na ¢astici pivodné
nehybnou a nazyvaji se nékdy souhrnné sila undsivd. Naproti tomu sila Coriolisova piisobi pouze na Castice,
které se v neinerciilni soustavé pohybuji. 2

|

<y

X

Obrazek 2.2: Newtonovo védro

Newtonovo védro

Setrvacné sily musime do neinercidlni soustavy ‘zavést’, abychom dostali souhlas s experimentem. Newton
jesté nepouzival pojem inercidlni soustavy, ale uvazoval pohyb vzhledem k nehybnému, ‘absolutnimu’ prostoru.
V souvislosti s tim zkoumal nazorny piiklad rotace védra naplnéného vodou zavéseného na zakrouceném vlakné
Newtonovo védro). Na tomto piikladé lze nazorné ukazat, pro¢ je v neinercidlni soustavé tfeba uvaZovat odstie-
divou a Coriolisovu silu.

Na obr. 2.2 je zndzornén experiment s Newtonovym védrem. ProtoZe voda je vazka nestlacitelna kapalina,
pusobi na ni teéné sily od stén rotujiciho védra a postupné tak uvidéji do pohybu koncentrické vélcové vrstvy
kapaliny. Nakonec bude kapalina v celém objemu rotovat spolu s védrem. Pfitom vytvofi hladinu s prohlubni
tvaru rotac¢niho paraboloidu charakteristickou pro tzv. newtonovské kapaliny.

Pokud bychom fesili ilohu o Newtonové védru v inercidlni soustavé, v niz védro rotuje, museli bychom
uvazit pravé sily pusobici na vybrany element kapaliny, tedy silu tihovou a silu se strany sousednich elementi
kapaliny. Pouzili bychom rovnici pro pohyb vazké kapaliny a nasli bychom vztah mezi rychlosti vybraného
elementu a tlakem v kapaliné. Podminka nulového tlaku na hladiné by nam pak dala rovnici pro geometricky
tvar hladiny.

Mohli bychom vsak také pfejit do neinercidlni soustavy rotujici spolu s védrem. V tom piipadé je situace

jednodussi, nebot kapalina je v této soustavé v klidu a ptisobi na ni jedina pravé sila, sila tithova. Jak ale vysvétlit

2Setrvagnou silu odst¥edivou nelze zaméhovat s odstiedivou silou pravou, ktera je reakef na silu dostfedivou v inercialni vztazné
soustavé. V inercialni soustavé plisobi dostiediva a odstfediva sila na rizné télesa. Naproti tomu v neinercialni soustavé k odstiedivé
sile neexistuje reakce v podobé dostfedivé sily, protoZe nelze ukazat téleso, které by odstfedivou silu vyvolavalo. Tento terminologicky
gum je bohuZel posilovan i tim, Ze matematické vyrazy pro odstfedivou silu pravou a setrva¢nou jsou si podobné.
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tvar hladiny, ktery je experimentalnim faktem a nemuze zaviset na zvolené vztazné soustavé? Nezbyva nez si
‘primyslet’ novou silu, kterd musi v rotujici soustavé piisobit, silu odstiedivou.

Je-li p tlak a vngjsi sily G; vztaZené na jednotku hmotnosti lze vyjadiit pomoci potencidlu ¢ jako G; =
—J¢/0x;, muzeme rovnici hydrostatické rovnovahy pro nestlacitelnou kapalinu hustoty p napsat jako

dp=—pdp neboli p=—pp+pg . (2.53)

Vysledna sila G; pusobici na element kapaliny je vektorovym souctem sily tithové a sily odstiedivé (viz obr. 2.2)
a ma potencial

1
p=gz— §w2(x2 + yz) , (2.54)

jak se snadno presvédéime derivovanim (se zapornym znaménkem). Dosadime-li tento potenciadl do (2.53)
a polozime-li na hladiné p = 0, dostaneme rovnici rota¢niho paraboloidu

2
=00 L Y2 4 2) (2.55)

z
pg 29

Zbyvé ur¢it konstantu py. Najdeme-li integraci objem kapaliny v rotujicim védru a porovnidme s objemem
kapaliny v nehybném védru, dostaneme

w?R? w? w?
h 2 2y — Z (22 442 2.56
Z—(o ig >+2g($ +y7) ZO+2g(I y7) ( )

kde hg je vyska hladiny v nehybném védru a R polomér védra.

Uvazujme v8ak hypoteticky ptipad, kdy misto vody naplnime védro idedlni kapalinou bez vnitiniho tieni,
napf. supratekutym kapalnym heliem. V takovém piipadé rotujici védro neuvede kapalinu do rota¢niho pohybu,
kapalina zustane v klidu a jeji hladina bude vodorovné. Jak nyni vysvétlime tento fakt z hlediska neinercialni
vztazné soustavy, v niz musi stéle piisobit sila tihova a sila odstiediva? Jediny rozdil bude nyni ten, Ze kapalina
v neinercidlni soustavé rotuje, a to stejnou thlovou rychlosti a opa¢nym smérem nez védro. Nezbyva tedy
nez ‘zavést’ dal§f silu, ktera jednak vykompenzuje odstiedivou silu rw? (hladina neméa prohlubeii!), ale musi
zaroven vysvétlit rotaci kapaliny, tj. vytvorit dostfedivou silu, kterd uvadi vybrany element do rota¢niho pohybu.
Takov4 sila musi tedy mit velikost 2rw? a mifit opaénym smérem nez sila odstfediva. Takovou vlastnost m4 sila
Coriolisova.

Einsteinova zdviz

Vyskyt setrvacnych sil tésné souvisi s existenci beztizného stavu. Lze to ilustrovat myslenym pokusem s tzv.
Einsteinovou zdvizi (nékteré pokusy je lépe provadét jen jako myslené).

Uvazujme inercialni vztaznou soustavu S spojenou s nehybnymi sténami Sachty zdvize a soustavu S’ spojenou
se sténami a podlahou zdvize. Pokud zdviz stoji nebo se pohybuje rovnomérné piimocaie vzhledem k soustavé
S, je tato vztazna soustava rovnéz inercialni. Jestlize se lano zdvize pfetrhne a zdviz se za¢ne pohybovat volnym
padem, stane se zdvizi Einsteinovou a soustava s ni spojena bude neinercialni (obr. 2.3). Orientujme kartézskou
osu 2’ svislym smérem vzhiru. Na ¢astici hmotnosti m v této vztazné soustavé bude pak pusobit jednak prava
sila tthovd —mg smérem doli ?, jednak transla¢ni setrvacna sila mg smérem vzhiiru (soustava se totiz pohybuje
vzhledem k inercidlni soustavé se zrychlenim —g. Pfitom podle principu ekvivalence povazujeme gravitaéni
a setrva¢nou hmotnost za sobé rovné. Vysledna pohybova rovnice pro ¢astici bude

mz =-mg+mg=0. (2.57)
Castice se tak nachézf ve stavu ‘beztize’. Neznamens to viak, 7e by na ¢astici neptsobily 74dné sily (pak bychom

hovorili o bezsilové cistici), ale pouze to, ze tihova sila je vykompenzovéana silou setrvacnou. Podobny efekt 1ze
pozorovat i v druZici krouZici (= volné padajici) kolem Zemé: kosmonauti i pfedméty se vznaseji v kabiné.

3Sila tihova neni pfesnd vzato silou pravou, ale vektorovym souétem pravé sily gravitaéni a setrvainé sily odstiedivé vyvolané
rotaci Zemé. Tuto okolnost zde neuvazujeme, bude ale vyznamnd v Gloze o Foucaultové kyvadle.
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Obréazek 2.3: Einsteinova zdviz

2.3 Soustava volnych c¢astic

Mgjme soustavu N volnych &astic* oznacenych indexy a = 1,2,..., N, které mezi sebou vzijemné& piisobi
vnitinimi silami Fop a jsou také vystaveny pusobeni vnéjsich (externich) sil F©)_ Soustavu &astic pozorujeme
v jisté inercidlni vztazné soustavé, takze vSechny uvazované sily jsou pravé. Ozna¢ime hmotnosti, polohové
vektory, rychlosti a hybnosti ¢astic mq, 74, Vo ,P,. Podle druhého Newtonova zédkona

d (e} e
%:ZFQB+F&)’ (2.58)
B

kde suma na pravé strané udéava vyslednici vnitinich sil, jimiZz na Castici a plisobi vSechny ostatni Castice.
Predpoklddame, Ze ¢astice sama na sebe nepusobi.
Sec¢teme-li viechny rovnice (2.58), zavedeme celkovou hybnost soustavy

P=>"p, , (2.59)

zaménime potadi s¢itdni a derivovani, pouZijeme tfeti Newtontv zdkon F,3 = —Fg, a oznacime vyslednici
vngjsich sil ) F = F© | dostaneme
(e}

dP

— =F© 2.60
i” (2.60)
Tento vztah je svym zpusobem zobecnénim Newtonova zékona sily na soustavu ¢astic a z historickych davodu
mu fikime prvni véta impulsova.

V izolované soustavé je vyslednice vnéjsich sil nulovi a z prvni véty impulsové plyne zakon zachovani

celkové hybnosti soustavy:

dP
Fr 0 = P = konst . (2.61)

Piejdeme-li od inercidlni soustavy S k soustavé S’, ktera se pohybuje vzhledem k soustavé S konstantni
rychlosti V', plati
vo=v,+V |

a tedy
P:Zpa:Zmava:Zmav’a—i—VZma:P'—i—MV . (2.62)

1Castice podrobené vazbam budou pfedmétem odstavce 3.1.
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Zde P’ je hybnost soustavy ¢astic v pohybujici se inercialni soustavé S a M = Y m, je celkovd hmotnost

«
soustavy. Hybnost izolované soustavy ¢astic je tedy konstantni, ale obecné razné v raznych inercialnich vztaznych
soustavach.
Zvolime-li rychlost pohybujici se vztazné soustavy

> mavg
P
Vv="—_=2

T T 20

bude v této soustavé hybnost P’ = 0. I kdyZ jsou viechny inercidlni vztazné soustavy z hlediska zakoni
mechaniky rovnocenné, bude tato soustava piece jen vyznacnd mezi ostatnimi a nékteré vztahy platné v této

soustavé budou mit jednodussi tvar. Tato vztaznd soustava se nazyva tézistovd.
Budeme-li si v prostoru myslet hmotny bod o polohovém vektoru

> mara
«

R= “——
> Ma ’

(2.64)

bude se tento bod v inercialni vztazné soustavé S pohybovat konstantni rychlosti V' a v soustavé S’ bude
setrvavat v klidu. Je v ném jako by soustiedéna celd hmotnost soustavy ¢astic a je nositelem celé jeji hybnosti.

vt

Nazyvame ho hmotny stied nebo strucnéji tézisté. V izolované soustavé hmotnych bodi plati tedy zobecnény
zékon setrvacnosti:

Tezisteé izolované soustavy volngch hmotnijch bodi setrvdvd v klidu nebo v rovnomeérném primocarém
pohybu.

Mizeme ho povaZzovat za zakon zachovani rychlosti tézisté soustavy.

Vedle hybnosti ¢astice definujeme téz jeji moment hybnosti® vztahem
lo =714 XD, (2.65)

Na rozdil od hybnosti je tedy moment hybnosti vztazen k ur¢itému pocatku souradnic. Vynasobime-li pohybové
rovnice (2.58) pro jednotlivé ¢astice zleva vektorové polohovym vektorem 7, dostaneme

Ta X —2 = "(ra x Fag) + 1o x F . (2.66)
BF#a

Secteme nyni tyto rovnice pies vSechny castice, zavedeme celkovyj moment hybnosti soustavy
L= l.=) (raxp,) (2.67)
[e3% «

a uvazime, 7e vektory dr,/dt a p, jsou rovnob&Zné. Pak mizeme levou stranu vysledné rovnice upravit na
dp,, dL
To X =—. 2.68
Z < “Tdt ) dt (2.68)

Oznaéime- li vysledny moment vngjsich sil N® = Yoa(rax F'©)) a pouzijeme treti Newtoniv zdkon, dostaneme
pravou stranu rovnice ve tvaru

1

Z (1o XFag)-l-Z(’r‘a XF(ae)) = 3 Z (T X Fog+17g XFBQ)-i-N(e) =
a,fFa a a,fFa
]‘ e
=3 > [(ra —7p) x Fopl + N (2.69)
a,fFa

5Ve fyzikalni literatute, a zejména v kvantové mechanice, se misto terminti hybnost a moment hybnosti setkdviame s ndzvy impuls
a impulsmoment.
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Jsou-li déle sily centrdln, tj. plati Fog = (rg — 7o) fas, fap = fsa, dostaneme

E == N(e) . (270)

Tento vztah je svym zpusobem zobecnénim Newtonova zdkona sily na rota¢ni pohyby v soustavé Céstic a z his-

torickych divodi mu fikdme druha véta impulsova. V izolované soustavé je vysledny moment vnéjsich sil
nulovy a z druhé véty impulsové plyne zakon zachovani celkového momentu hybnosti soustavy:
dL
i 0 = L = konst . (2.71)

Prejdeme-li od inercidlni soustavy S k inercialni soustavé S’, ktera se pohybuje vzhledem k soustavé S
konstantni rychlosti V', plati

ro =7, +70), rO)=r"+Vt, v,=v,+V |

kde 7 je konstantni vektor (polohovy vektor poc¢atku O’ v soustavé S v okamziku ¢ = 0). Po dosazeni do (2.67)
a jednoduchych dpravach dostaneme

L:Zla:Zraxpa:Zmaraxva:L’+r0><P—r0><MV+tV><P—V><Zmara . (2.72)

Zderivovanim (2.72) podle ¢asu zjistime, Ze v izolované soustavé ¢astic

dL  dL’

Celkovy moment hybnosti izolované soustavy ¢astic je tedy konstantni, ale obecné rizny v riznych inercidlnich

vztaznych soustavach. Jsou-li soustavy S a S’ vzajemné nehybné (V' = 0) a je-li soustava tézistova (P = 0),
bude L = L’ a moment hybnosti soustavy nezavisi na volbé pocatku.

Vynéasobime nyni pohybové rovnice (2.58) skalarné vektory v, sefteme je a zavedeme kinetickou energii
soustavy

1 2
T3 (274)

Pak muzeme levou stranu vysledné rovnice upravit na

dp,, dv, d (1 ar
Yo e = S G = (55t = 19

[e% «@ (03
Na pravé strané bude vystupovat vykon vnitinich a vnégjsich sil. Ozna¢me vykon vnéjsich sil jako Q° a o vniti-

nich silach predpokléddejme, 7e jsou komzervativni, tj. 7e existuje® skalarni funkce U(ry,ra,...,7xn) takova, 7e
vyslednice vnitinich sil ptusobicich na ¢astici s indexem « se da vyjadrit jako

ou ou oU 90U
Fa = Fa = - = — Ny A v A = — o . 2-
%: P " or, <8xa o 8za> Vol (2.76)
Funkci U nazveme potencidlni energii soustavy. Prava strana rovnice pak bude mit tvar
oUu dr dU
F . 14_"e . = — e €= _—— € . 2.
%; op va+2a: o Va %:ara T =0 (2.77)

Soucet kinetické a potencialni energie soustavy ¢astic oznaéime E = T + U a nazveme mechanickd energie
soustavy. Porovnanim (2.75) a (2.77) dostaneme v&tu o mechanické energii soustavy:

dE

— =Q 2.78

—=0 (279)

6Pro vektorové pole F(r) definované v jisté oblasti prostoru R3 takova funkce U(r) nemusi existovat. Podminkou pro jeji
existenci je, aby rot F = 0 v jednoduse souvislé oblasti V C R3. Pak je funkce U déana kfivkovym integralem U(r) = — f:o F.dl

jako funkce horni meze r. Jak ukazuje feSenf Glohy 2.1, pro centrdlni izotropni sily funkce U vidy existuje.
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Zmeéna mechanické energie soustavy je rovna vijkonu vnéjsich sil.

Pro izolovanou soustavu je vyslednice vnéjsich sil nulova a tedy i jejich vykon je nulovy a plati zadkon zachovani
(2.79)

mechanické energie soustavy
E =T+ U = konst.

Matematicka vsuvka 3.
Operator nabla

9 9 9\ _ (8 98 _9
Oz’ 9y’ 8z ) — \ Oz1’ Oz’ Oxs

Vektorovy operator V = < ) se nazyva ponékud neobvyklym terminem nabla
(podle tvaru pfipominajiciho starovéky hudebni nastroj). Jeho druhd mocnina oznacovana symbolem

2 2 2
r o0 (2.80)

vvvvvv

©(x1,xa,,x3) a vektorové pole F(x1,x2,x3). Jsou-li e, eq, e3 jednotkové vektory ve sméru kartézskych sou-
fadnych os tvoiici tzv. ortonormélni bazi kartézské soustavy, mize byt obecny vektor a zapsan ve slozkovém

tvaru jako a = aie; + azes + azes. Piitom ziejmé e; - e; = 0;;.
Potom gradient skalarniho pole ¢ definovany vztahem
dp Dy Oy dp dp ¢
dp=Vyp=|-2, 2 7 )= 2 _r a1 2.81
grac ¢ ¥ (31‘1 31‘2 8583 e 8$1 + €2 8$2 + € 8$3 ( )

udéava smér a velikost nejvétsiho stoupani ¢.
Vydatnost ziidla v daném bodé vztazenou na jednotku objemu udava divergence vektorového pole
(2.82)

. oF, O0F, OF3
divF=V -F=2-++4+224+22
v 81'1 + 8$2 8563

Rotace vektorového pole udava plosnou hustotu cirkulace. Je to vektor orientovany kolmo k roviné maxi-
malniho viru F' v daném bodé a smyslem odpovidajici pohybu pravotoc¢ivého sroubu. Lze ho vyjadfit pomoci

operatoru nabla jako vektorovy soucin

(5] € €3
rot F=VxF=| 2 2 2| (2.83)
F Fy F3
Dale se uplatni téz operator
0 0 0
F.grad) = (F-V)=F—+ Fo,b— + F5—. 2.84
( & ) ( ) 18.’131 + 26.1?2 + 381‘3 ( )

Podotknéme, Ze operéatory (F - grad) a Laplaceiv operator A mohou piusobit jak na skalarni pole, tak i na

vektorové pole (po slozkich).
Pouzitim definic operatoru v kartézskych soutradnicich snadno ovéfime celou fadu dalSich vztaha. Tak na-

priklad
divrot F=V -VxF=0, divgrad o=V -Vp=A ¢

rot grad ¢ =V x Vp =0,

Vztah pro dvojnasobnou rotaci
rottot F=V x (VxF)=graddivF-AF=V(V-F)-(V-V)F
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je obdobou znamého vztahu pro dvojity vektorovy soudin a x (b x ¢) = b(a - ¢) — ¢(a - b). Dale plati

) = @div F+ F-grad ¢,

) prot F+grad ¢ x F,
div(FxG) = G-rot F—F -rot G,

)

)

FdivG—-Gdiv F+(G-V)F—(F-V)G,
= Fxrot G+Gxrot F+(G-V) F+(F-V)G.
Z integralnich vét vektorové analyzy se nejcastéji uplatni véta Gaussova a véta Stokesova. MeEjme objem V

uzavieny plochou OV. Gaussova véta dava do souvislosti tok ® vektorového pole F plochou 0V (kladny, vychézi-li
tento tok zevnit¥ ven) a celkovou vydatnost zdroji v objemu V:

@:fF«uz/ﬂwFﬂi (2.85)
ov 1%

Meéjme plochu f, jejiz okraj tvoii kiivka ~y. Stokesova véta dava do souvislosti cirkulaci T' vektorového pole
F podél kiivky ~ s intenzitou viru na plose f:

F:%F-dl:/rotF-df. (2.86)
v !

Je tfeba si uvédomit, Ze jsme vnitini sily ptisobici v soustavé povazovali za konzervativni; pfi nich se konzer-
vuje, zachovavid mechanické energie. Konaji-li tyto sily praci nad éasticemi soustavy, klesd potencidlni energie
soustavy a kineticka energie roste. Pokud by v soustavé ptisobily napfiklad disipativni sily t¥eni, které konzerva-
tivni nejsou, mechanicka energie by se nazachovavala a ¢astecné by prechazela v teplo. V tom piipadé soustava
neni piesné vzato izolovana a dostavame se za ramec mechaniky. Pojem energie se oviem neomezuje jen na
mechaniku, obecnym zakonem zachovani energie a jejimi pfeménami se zabyva termodynamika.

Prejdeme nyni od inercialni soustavy S k soustavé S’, ktera se pohybuje vzhledem k soustavé S konstantni
rychlosti V. Jestlize potencidlni energie U zavisi pouze na vzdalenostech mezi ¢asticemi, bude platit U = U’
a mechanicka energie se bude transformovat na

— 7; / 2 /71 2 / 1 2 /
EfT+Uf2;ma(va+V) +U' = MV +V P+2;mava+U . (2.87)

osledni dva €leny na pravé strand vyjadiuji vnitini po a sily v soustavé a T = 2 Mav2 je vnit¥ni
Posledni dva ¢leny ¢ strand vyjadiuji vnitini pohyby a sily tave a 1" % N 23 itini
kinetick4 energie. Vnitini energie soustavy je pak E' =T + U’. Je-li S’ soustava tézistové, mame

1
E:E+§MW. (2.88)

Energii soustavy lze tedy rozdélit na energii vnitini (energii v t&zistové soustavé) a na kinetickou energii tézisté.
Pro kinetickou energii pak méme

1
T:T+§MV2. (2.89)
Plati tedy:
Kinetickd energie soustavy se rovnd souctu vnitini kinetické energie jejich c¢dstic a kinetické energie
teziste.

Toto tvrzeni je obsahem tzv. Kénigovy véty (Johann Samuel Konig, 1712-1757).

Pro izolovanou soustavu volnych ¢astic jsme na zakladé Newtonovych zadkonu odvodili deset zdkonii zacho-
vdng pro tii vektorové veli¢iny (P, V', L) a jeden skalar (E). Dale uvidime, Ze tyto zékony plati i pro obecn&jsi
tiidu sil, nez se kterymi pracuje Newtonova mechanika. V tom je jejich mimotadny vyznam.
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Rovnice Mesc¢erského

Prvni vétu impulsovou mizeme pouzit také pii feSeni tlohy, kdy se od pohybujiciho se télesa oddéluji nebo
naopak k nému pfipojuji ¢asti. Je to pfipad celkem cCasty; muzeme si pfedstavit vozidlo, které pii pohybu
trousi néklad (kropici viz) nebo konec koncu jakykoliv automobil, jemuZ béhem jizdy ubyva benzin v nadrzi.
Jinymi piiklady mohou byt: jadro komety, kterd se odpaiuje, téleso letici ve vanici, na néz se nabaluje snih ¢i
namraza, padajici destova kapka, ktera se odpafuje nebo na niz kondenzuje dalsi voda (ptiklad 2.8). Vlastné se
zde nejednda o problém pohybu jednoho télesa s proménnou hmotnosti, ale o pohyb soustavy téles, takze k jeho
feSeni musime misto Newtonovy pohybové rovnice pouzit pravé prvni vétu impulsovou. Pozornost k této tloze
se jiz dadvno zamérovala v souvislosti s popisem pohybu rakety, ktera se pohybuje reaktivni silou vyvolanou
tryskajicimi plyny.

Necht se téleso pohybuje ve vngjsim silovém poli F(¢) a jeho hmotnost a rychlost se v ¢ase méni jako m(t),
v(t). Od télesa se pfitom oddéluji (nebo se k nému piipojuji) ¢asti relativni rychlosti w. Uréime rychlost zmény
celkové hybnosti soustavy jako P 1 1

m
S = (o) = T () + )
Tento vztah lze ziskat vypoctem zmény celkové hybnosti soustavy b&hem infinitesimélniho ¢asového intervalu
(t,t+dt). Tato zména je rovna rozdilu celkové hybnosti soustavy v okamziku ¢ + dt¢ a celkové hybnosti soustavy
v okamziku ¢. Odecitana ¢ast ovSem zahrnuje nejen hybnost télesa v Case t, ale i hybnost dalsi ¢asti soustavy
dm, jez se pohybuje rychlosti v 4+ u. Po snadné tupravé pak prvni véta impulsova dava rovnici Mescerského
(Ivan Vsevolodovi¢ Mescerskij, 1851-1935)

dv dm

— —_u— =F. 2.
My T % (2.90)

Je patrné, ze se tato rovnice li§i od Newtonovy pohybové rovnice télesa s proménnou hmotnosti

d

5(m(t)v(t)) =F.

V rovnici Mescerského (2.90) jsou dvé neznamé funkce, m(t) a v(¢). Musime proto pouZit n&jaky model pro
pfipojovani resp. odpojovani ¢asti a znat jesté podminky kladené na relativni rychlost u. Jestlize se od télesa
oddeluji ¢asti nulovou relativni rychlosti (napf¥. vozidlo trousi néklad), miZzeme polozit w = 0. Pohybuje-li se
t&leso nehybnym prostiedim a nabaluji se na ného ¢astice, napi. snéhu nebo vody, miZzeme poloZit u = —v (viz
pitklad 2.8).

Nejznaméjsi je iloha Ciolkovského, kdy se raketa pohybuje mimo dosah tihového pole (F = 0), relativni
rychlost w je konstantni, mifi opaénym smérem nez rychlost rakety, hmotnost rakety klesa a raketa se urychluje.

V tom piipadé ma rovnice Mescerského jednoduchou jednorozmérnou formu (v = |v|, u = |ul, dm < 0)
mdv + udm = 0,

kterou lze snadno zintegrovat na Ciolkovského raketovou rovnici

m
Av =0, —vg = uln —2, (2.91)
my
jez vyjadiuje zavislost prirtstku rychlosti na ubytku hmotnosti rakety. Abychom nasli zavislost rychlosti na
Case, tj. vyresili pohybovou rovnici, museli bychom jesté védét, jak se s Casem méni hmotnost rakety.
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2.4 Ulohy

2.1 Konzervativni sily Je dana soustava ¢astic interagujicich po dvojicich « # § centralnimi izotropnimi
silami Fog = (rg—7a)fas(rag), kde fas = faa aintegraly [T fos(r)rdr existujf jako funkce horni meze (a > 0).
Ukazte, ze tyto sily jsou konzervativni.

[Na zdkladé vztahu F' = —VU (r) definujte potencialy Uag jako feseni diferenciélnich rovnic U}, 5 = 1 faps(r).]

2.2 Poloha tezisté DokaZte, Ze poloha té7isté definovaného vztahem (2.64) nezavisi na volb& pocatku.
[P¥i transformaci 7/, = r, — r(O',t) plati R' = R —r(0’,t).]

vy

soustavy Castic je mozno vzdy volit tak, aby byla inercialni.
[Uvazte izolovanou soustavu v kartézskych souradnicich.]

2.4 Celkovy moment hybnosti pii zméné pocdtku Vypocitejte celkovy moment hybnosti L? soustavy hmot-
nych bodi v systému S, ale vzhledem k bodu @ # O, ktery ma v S pevnou polohu. Udejte, pro které body Q
je L9 = L. Ukaite, ze L? = L, kde L’ je moment hybnosti v soustavé S’ vzhledem k po¢atku O’ = Q, jestlize
se S’ neota¢i vadi S.

[LY =L —-r(Q)x P]

2.5 Moment hybnosti pFi zméné vztazné soustavy

a) Vypocitejte moment hybnosti L vzhledem k po¢atku O’ v soustavé S’ definované transformacemi 7/, =
ro — r(0'); systém S je inercidlni, S’ obecné neinercialni.

b) Specializaci vysledného vztahu mezi L' a L pro ptipad Galileiho transformace, kdy 7(O') = r° + Vi,
ziskejte vztah (2.72).

¢) Specializujte L' z bodu a) pro soustavu S’, jejiz pocatek je v t&zisti, »(O’) = R. Kdy plati L' = L?

[a) L' =L —r(0') x P+7r(0") x M7#(0') +7(0") x MR;

¢)L'=L-RxP, ['=L <+ R=nR,n=konst.]

2.6 Druhd véta impulsovd v téZistové soustavé Pieved’te rovnici (2.70) , kterd vyjadiuje druhou vétu impul-

|[Pouzijte transformag¢ni vztah r, = 7/, + R a vysledek ulohy 2.5c. Dostanete L= Sl x F© ]

2.7 Pohyb v rotujici vztazné soustavé Pohybova rovnice bezsilového hmotného bodu v kartézském systému
S’, ktery se vzhledem k inercidlnimu systému S ota¢i kolem osy z’ konstantni ahlovou rychlosti wy (r(O’) = 0),
bude podle (2.52)

i — 2wy —wix' =0, § +2woi’ —wiy =0, F=0.

Najdéte obecné feSeni soustavy téchto diferencidlnich rovnic a parametrické rovnice trajektorie, je-li bod vypus-
tén v ¢ase t = 0 s nulovou pocateéni rychlosti z bodu 2’ =a, 3y’ = 2/ =0.
[Reseni hledejte ve tvaru 2’ = XeM, ¢y’ = Ye : 2/ = acoswopt, ¥ = —asinwpt, 2/ =0 |

2.8 Padajici kapka Vodni kapka hmotnosti m pada volnym padem v mlze rychlosti v a na jejim povrchu
kondenzuje dalsi voda tak, 7e pfirtistek hmotnosti kapky je tmérny jejimu povrchu S: dm/d¢t = «S. Urcete, jak
se bude ménit rychlost nartustajici kapky s ¢asem, neuvazujeme-li odpor vzduchu.

[PouZijeme rovnici MesGerského, kde vzajemnou rychlost kapky a prostfedi polozime u = —v. Je-li kapka
sféricka, bude pro zménu hmotnosti platit dm/dt = 3km?/3, kde k = a(4n/3p>)'/3, (p je hustota vody).
Hmotnost kapky poroste jako m(t) = (kt + mé/ 3)3, kde mg je pocatecni hmotnost kapky. Rychlost se méni
podle zdkona

= |m vo.
’U—m(t)b/ (t)dt + vo

Jsou-li po¢atecni hmotnost a rychlost kapky nulové, méni se rychlost jako v = (gt/4k?). Je-li a < 0, tedy k < 0,

jde o odpafeni kapky za ¢as 7 = —mé/g/k:.]
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2.9 Buquoyova iloha Na pevné vodorovné podlozce lezi stoeno dokonale pruzné vlédkno (fetéz) o linearni
hustoté 7. Konstantni sila F' tdhne vldkno svisle vzhiiru do vysky h. Napiste pohybovou rovnici vlakna a urcete
jeji prvni integral. Sila ziejmé musi pfekonévat stale vétsi tihu a ve vySce hs se velikost tazné a tihové sily
vyrovnaji a nastane stacionarni stav. Ulohami tohoto druhu se zabyval v prvni poloviné 19. stoleti amatérsky
ucenec Georg Buquoy z Cech, potomek pobélohorské glechty.”

h=2% —g— %2 Vynasobime-li tuto rovnici (nenulovym) soucinem hh, mizeme ji zintegrovat na %(hh)2 =

Th
%FT’LQ — % gh?+C. Integrac¢ni konstantu musime uré¢it z pocatec¢nich podminek. Pouze pii velmi specidlnim vztahu

mezi hg a ho bude C' = 0 a rovnice mé pak analytické feSeni, kdy se vlakno pohybuje s konstantnim zpomalenim
—9/3.

70 podrobnostech viz Sima V., Podolsky J., Buquoy’s problem, Eur. J. Phys. 26 (2005), 1037-1045 (Sl’ma V., Podolsky J.,
Buquoyova Gloha, Pokroky matematiky, fyziky a astronomie 51:3 (2006), 177).



