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Uvod

Na pétadvacaté strané The New York Times z 8. Cervence 1958 se
ukryval ponékud neobvykly piibéh.! Titulek znél: ,NOVY PRIi-
STROJ NAMORNICH SIL SE UCI VLASTNI CINNOSTI: Psycholog
predstavil zarodek pocitace navrzeného tak, aby Cetl a rozvijel
se’ Uvodni odstavec jesté prihazoval: ,Namoinictvo dnes odha-
lilo zarodek elektronického pocitace, od néhoz ocekava, zZe bude
schopen chodit, mluvit, vidét, psat, rozmnoZovat se a uvédomovat
si svou existenci.”

Pti zpétném pohledu je ziejmé, Ze Slo o Usmévné zveliceni. New
York Times za to viak tuplné nemohly. C4st pfehnanych tvrzeni
pochazela také od Franka Rosenblatta, psychologa a projektového
inZenyra z Cornellovy univerzity.? Rosenblatt s finan¢ni podporou
amerického Ufadu pro ndmotni vyzkum? vynalezl perceptron,
jehoz verzi predstavil na tiskové konferenci den ptedtim, nez
o ném v New York Times vysel ¢lanek. Podle Rosenblatta mél byt
perceptron ,prvnim zarizenim, které bude myslet jako lidsky
mozek*, a podobné piistroje by mohly byt vysilany na jiné planety
jako ,mechanicti prizkumnici vesmiru*

Nic z toho se neuskutecnilo. Perceptron nenaplnil ocekava-
ni, kterd do néj byla vkladana. Pfesto byla Rosenblattova prace
zasadni. Témér kazdy prednasejici o umélé inteligenci (Al) se
dnes odvolava na perceptron. A opravnéné. Tento historicky
okamzik - nastup rozsahlych jazykovych modelt (large language
models, LLM), jako je ChatGPT a jemu podobné, a nase reakce
na né - ktery nékteri prirovnavaji k tomu, jak si museli pripadat
fyzikové v desatych a dvacatych letech minulého stoleti, kdyz byli
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svédky poblaznéni okolo kvantové mechaniky, ma své koreny
ve vyzkumu iniciovaném pravé Rosenblattem. Ve zmifiovaném
¢lanku stoji véta, ktera naznacuje revoluci, jiz perceptron vyvolal:
,Dr. Rosenblatt rekl, Ze proc se stroj uc¢i, dokaze vysvétlit pouze
ve znacné odbornych pojmech.” (kurziva je moje)* V ¢lanku vsak
zadné ,znacné odborné“ detaily nebyly.

A presné to chce tato kniha napravit. Zabyva se odbornymi
detaily. Vysvétluje elegantni matematicky aparat a algoritmy,
které jiz desitky let vzrusSuji badatele v oblasti strojového uceni,
coZ je druh umeélé inteligence, jehoz soucasti je vytvareni stro-
ja, které se dokazou naucit rozeznavat v datech vzory, aniz by
k tomu byly vyslovné naprogramovany. Takto natrénované stroje
pak dokaZou odhalit podobné vzory v novych datech, s nimiZ se
predtim nesetkaly, diky cemuz mohou vznikat aplikace sahajici
od rozpoznavani obrazkil kocek a pst az po vyvoj potencialné
autonomnich automobilli a dal$i technologie. Stroje se dokaZou
ucit diky mimotadnému propojeni matematiky a informatiky
s ptimési fyziky a neurovédy.

Strojové uceni (machine learning, ML) je rozsahly obor plny
algoritmd, které vyuzivaji relativné jednoduchou matematiku
starou nékolik staleti, matematiku, kterou se u¢ime na stredni
Skole nebo na zac¢atku univerzitniho studia. Nechybi samoziejmé
ani elementarni algebra. Dal$im nesmirné dilezitym zakladnim
kamenem strojového uceni je diferencidlni pocet, jehoZ spolu-
vynalezcem nebyl nikdo mensi neZ slavny u€enec Isaac Newton.
Tento obor se také do zna¢né miry opira o dilo Thomase Bayese,
anglického statistika a duchovniho z 18. stoleti, ktery nas obohatil
o jeho jméno nesouci Bayesiv teorém, zasadni ptinos v oblasti
pravdépodobnosti a statistiky. Do strojového u¢eni rovnéz pronika
prace némeckého matematika Carla Friedricha Gausse® o Gaus-
sové rozdéleni (a kiivce zvonovitého tvaru). Ddle je tu linearni
algebra, tvorici pater strojového uceni. Nejstarsi vyklad této ma-
tematické discipliny se objevuje jiz ve 2000 let starém ¢inském
textu Matematika v deviti kapitoldch.” Moderni podoba linearni
algebry ma koteny v dilech rady matematikd, predevsim vsak
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Gausse, Gottfrieda Wilhelma Leibnize, Wilhelma Jordana, Gab-
riela Cramera, Hermanna Giinthera Grassmanna, Jamese Josepha
Sylvestera a Arthura Cayleyho.

JiZ v poloviné 50. let 19. stoleti existovaly nékteré zakladni
matematické poznatky, které se ukazaly jako nezbytné pro kon-
strukci ucicich se strojii, zatimco dal$i matematici pokracovali
v rozvijeni relevantnéjsi matematiky, z niz se pozdéji zrodila
a vyvinula informatika. Malokdo v3ak snil o tom, Ze tyto rané
matematické prace budou zakladem ohromujiciho vyvoje umélé
inteligence v poslednim pilstoleti, zejména v poslednim desetileti,
diky nékterym z nichz si miiZeme opravnéné piedstavit urcitou
podobu budoucnosti, kterou Rosenblatt v 50. letech 20. stoleti
prilis optimisticky predjimal.

Tato kniha pojednava o cesté od Rosenblattova perceptronu
az po moderni hluboké neuronové sité, coz jsou propracované
sité vypocetnich jednotek zvanych umélé neurony, a to vSe opti-
kou klicovych matematickych principd, které jsou oporou oboru
strojového uceni. Kniha do matematiky zlehka vplouvd, pozvolné
vSak stale svou obtiznost zvysuje, protoze se budeme dostavat od
relativné jednoduchych zakladi z 50. let 20. stoleti k ponékud slo-
Zitéjsi matematice a algoritmdm, které pohanéji dnesni systémy
strojového uceni.

Proto si bez ostychu osvojime rovnice a pojmy alespon ze Ctyt
hlavnich oblasti matematiky - linearnfi algebry, diferencialniho
poctu, teorie pravdépodobnosti, statistiky a teorie optimalizace -
ziskame tak minimalni teoretické znalosti a pojmovou vybavu
nezbytné k tomu, abychom dokazali ocenit izasné schopnosti,
které strojim propujc¢ujeme. Teprve aZ pochopime zakonitosti
ucicich se strojti, budeme pripraveni vyrovnat se s budoucnosti,
v niz bude uméla inteligence vSudypritomn4, at uz v dobrém,
nebo ve zlém.

Proniknout pod matematickou slupku strojového uceni je
zasadni pro pochopeni nejen sily této technologie, ale také jejich
omezeni. Systémy strojového uceni za nas jiz nyni ¢ini rozhod-
nuti, kterd ndm méni Zivot: schvaluji Zaddosti o kreditni karty
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a hypotelni avéry, posuzuji, zda je rakovinny nador zhoubny;,
odhaduji prognézu clovéka, jemuz klesaji kognitivni schopnosti
(bude mit Alzheimerovu chorobu?), ¢i rozhoduji, zda nékoho
propustit na kauci. Strojové uceni proniklo i do védy: ovliviiu-
je chemii, biologii, fyziku i vS§e mezi tim. Pouziva se pfi studiu
genomid, planet mimo Slune¢ni soustavu, slozitosti kvantovych
systéml a mnohého dalsiho. A v dobé psani této knihy Zije svét
umélé inteligence nastupem rozsahlych jazykovych modeld, jako
je napriklad ChatGPT. Tento proces se pritom teprve rozbiha.

Rozhodovani o tom, jak bude uméla inteligence vytvarena
a aplikovana, nemiiZeme nechat pouze na profesionalech, kteii
ji vyvijeji. Chceme-li tuto nesmirné uzite¢nou, avsak pievratnou
a potenciadlné nebezpecfnou technologii u¢inné regulovat, musi
existovat dal$i spolecenska vrstva - pedagogové, politici, zdko-
nodarci, védecti publicisté, nebo dokonce zainteresovani spotre-
bitelé umélé inteligence - obezndmena se zaklady matematiky
strojového uceni.

Matematicka Eugenia Chengova ve své knize Is Math Real?
(Je matematika skute¢na?) piSe o tom, Ze uCeni se matematice je
postupny proces: ,Mize se zdat, Ze délame velmi drobné kricky
a nikam se neposouvame, az se najednou ohlédneme a zjistime,
Ze jsme vylezli na obrovskou horu. To vS§e mUzZe byt nepiijemné,
ale podstoupit trochu intelektualniho nepohodli (nebo nékdy
i hodné nepohodli) je dtilezitou soucasti zdokonalovani se v ma-
tematice.®

Nastésti je ,intelektualni nepohodli‘, které nas v knize ceka,
velmi dobre snesitelné a bude vice nez zmirnéno nasim intelek-
tudlnim vitézstvim, protoZe matematika v pozadi moderniho
strojového uceni je relativné jednoducha a elegantni - coz nejlépe
ilustruje nasledujici vzpominka Ilji Sutskevera. Ten je dnes zndm
predevsim jako spoluzakladatel spole¢nosti OpenAl, ktera stoji
za projektem ChatGPT. Pfed vice neZ desetiletim hledal Sutskever
coby vysokoskolsky student akademického poradce na Toront-
ské univerzité a zaklepal na dvefe Geoffreyho Hintona, s nimz
chtél zacit spolupracovat. Hinton byl jiZ tehdy zndmym jménem
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v oblasti hlubokého uceni, jedné z forem strojového uceni, a dal
Sutskeverovi k prec¢teni nékolik ¢lankd. Sutskever je doslova zhltl
a vzpomina, Ze byl zaskoCen jednoduchosti pouzité matematiky
v porovnani s matematikou a fyzikou v jeho obvyklych vysoko-
Skolskych kurzech. Precetl si tyto dokumenty o hlubokém uceni
a hned pochopil dtilezité principy. Jak je mozZné, Ze je to tak jedno-
duché ...tak jednoduché, Ze to mlizete bez vétsi namahy vysvétlit
stredoskolaklim?“ fekl mi. ,Domnivam se, Ze je to vlastné zazrak.
Je to pro mne také znamkou toho, Ze jsme pravdépodobné na
spravné cesté. NemiZe jit o ndhodu, Ze tak jednoduché principy
maji takovy dosah.”

Sutskever uz byl samozi'ejmé v matematice pomérné pokrocily,
takZe to, co se zdalo jednoduché jemu, nemusi byt jednoduché pro
vétsinu z nas, v€etné mne. Ale uvidime. Cilem této knihy je priblizit
vam jednoduchost zaklad{, na nichz stoji strojové a hluboké uceni.

To neznamend, Ze vSe, ceho jsme nyni vumeélé inteligenci svéd-
ky - zejména chovan{ hlubokych neuronovych siti a rozsahlych
jazykovych modeld -, 1ze analyzovat jednoduchou matematikou.
Ve skutecnosti nas vyusténi této knihy privadi do situace, ktera
mize nékomu pripadat znepokojiva, pro jiné vsak bude vzrusujici:
zda se, Ze tyto sité a umélé inteligence se vzpiraji nékterym zaklad-
nim myslenkam, na nichz je strojové uceni jiz desitky let zaloZeno.
Jako by empirické dlikazy zlomily vaz teoretickému velbloudovi,
podobné jako experimentalni pozorovani hmotného svéta na
pocatku 20. stoleti rozbouralo klasickou fyziku; potfebujeme néco
nového, abychom pochopili odvazny novy svét, ktery nas ceka.

Pri pripravé materidlu pro tuto knihu jsem vypozoroval, Ze
se u¢im podle vzorce, ktery mi pripomina zptisob, jakym se uci
moderni umélé neuronové sité: pii kazdém priichodu daty se
algoritmus dozvida vice o vzorech, které v téchto datech existuji.
Jeden priichod nemusi stacit, ani deset, ani sto. Nékdy se neurono-
vé sité uciv priibéhu desitek tisic prichodti daty. Timto zptisobem
jsem si skutecné osvojil téma knihy tak, abych byl o ném schopen
psat. S kazdym prtichodem urcitym koutem této obrovské baze
znalosti vytvorily nékteré neurony v mém mozku spojent, doslova
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i obrazné receno. Véci, které napoprvé nebo napodruhé nedavaly
smysl, se nakonec pii dal$ich prichodech propojily.

Tuto techniku jsem pouzil, abych pomohl ¢tenairiim vytvorit
podobna spojent: zjistil jsem, Ze v priibéhu psani knihy opakuji
myslenky a pojmy, nékdy stejné formulace, jindy jsou stejné pojmy
jinak pojaty. Tato opakovani a reformulace jsou zdamérné: jsou
jednou z mozZnosti, jak se vétSina z nas, ktefi nejsme matematici
ani odbornici na strojové uceni, miize vyrovnat s paradoxné
jednoduchym, piesto vSak slozitym tématem. Nas mozek mize
pii pozdéjsim setkani s predkladanymi myslenkami spatiovat
v téchto myslenkach vzory a souvislosti a piisuzovat jim hlubsi
smysl, nez by dokazal na prvni pohled.

Doufam, Ze si vaSe neurony tento proces uZiji stejné jako ty mé.
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Kapitola 1
Zoufale hledame vzory

Rakousky védec Konrad Lorenz, nadSeny pribéhy z knihy Podivu-
hodnd cesta Nilse Holgerssona od Svédské spisovatelky a nositelky
Nobelovy ceny za literaturu Selmy Lagerlofové, vypravéjici o dob-
rodruzstvich chlapce, ktera prozil s divokymi husami, se v détstvi
JtouZzil stat divokou husou“!® Tohle ptani se mu pochopitelné
nesplnilo, a tak se spokojil s péci o jednodenni kachni mladeé,
které ziskal od souseda. K chlapcoveé radosti ho kachiiatko zacalo
pronasledovat: vtisklo si ho do paméti. VtiSténi (imprinting) ozna-
Cuje schopnost mnoha zvirat, véetné kachiiat a housat, vytvorit si
po vylihnuti pouto k prvni pohybujici se véci, kterou uvidi. Lorenz
se pozdéji stal etologem a priikopnikem studii v oblasti chovani
zvitat, zejména vtisténi (dosahl toho, Ze se kachnattim vtiskl do
paméti, a ta ho nasledovala, kdyZ chodil, béhal, plaval, a dokonce
i kdyz odplouval na kanoi).! Lorenz ziskal v roce 1973 spole¢né
s kolegy etology Karlem von Frischem a Nikolaasem Tinbergenem
Nobelovu cenu za fyziologii a l1ékarstvi. VSichni tfi byli ocenéni ,za
objevy tykajici se uspoiadani a vyvolani individualnich a social-
nich vzorii chovani“?

Vzory. Zatimco etologové rozpoznavali vzorce ¢i vzory v cho-
vani zvirat, zvirata objevovala své vlastni. Nové vylihla kachiiata
maji schopnost rozeznat nebo rozlisit vlastnosti véci, které se
kolem nich pohybuji. Ukazalo se, Ze kachnata si mohou vtisknout
do paméti nejen prvniho Zivého tvora, kterého uvidi v pohybu,
ale i nezivé véci. Napriklad mladata kachen divokych si mohou
vtisknout do paméti dvojice pohybujicich se predmétt, které
maji podobny tvar nebo barvu. Presnéji Fec¢eno, vtiskuji si princip
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vztahu téchto dvou pfedméti.® Pokud tedy kachiiata po narozeni
vidi dva pohybujici se Cervené objekty, budou se pozdéji taktéz
drzet dvou objekti stejné barvy (i kdyz jsou modré, nikoli Cer-
vené), nikoli dvou objekttl riiznych barev.* V tomto piipadé si
kachnata vtiskuji predstavu podobnosti. Prokazuji také schopnost
rozeznat nepodobnost. Budou-li prvni pohybujici se objekty, které
kachnatka uvidi, napiiklad krychle a hranol obdéInikového tvaru,
rozpoznaji, Ze objekty jsou odliSného tvaru, a i pozdéji se budou
drzet dvou objekti, které maji odlisny tvar (napiiklad jehlan
a kuzel), a budou ignorovat dva objekty se stejnym tvarem.

Nad tim se na chvilku zamysleme. Novorozenda kachnata jiz po
kratkém kontaktu se smyslovymi podnéty rozpoznavaji vzory
v tom, co vidi, vytvareji si abstraktni predstavy o podobnosti ver-
sus nepodobnosti a tyto abstrakce pak rozeznavaji v podnétech,
které vidi pozdéji, a podle nich taky jednaji. Badatelé v oblasti
umeélé inteligence by dali jméni, aby se dozvédéli, jak to kachnata
délaji.

Ackoli dnesni uméla inteligence neni zdaleka schopna pro-
vadét takové ukony s lehkosti a efektivitou kachnat, maji néco
spolec¢ného. A to je schopnost rozpoznavat v datech vzory a z nich
se ucit. Kdyz Frank Rosenblatt koncem 50. let 20. stoleti vynalezl
perceptron, bylo jednim z dtivod{, pro¢ vyvolal takovy ohlas, to, Ze
se jednalo o prvni impozantni algoritmus ,inspirovany mozkem®,
ktery dokazal poznavat v datech vzory pouhym zkoumanim téchto
dat, védci dokazali, Ze Rosenblattliv perceptron najde vzor skryty
v datech vzdy v kone¢ném case, Cili jinak feceno, perceptron bude
bezchybné konvergovat k feSeni. Takové jistoty jsou v informatice
uc¢inénym klenotem. Neni divu, Ze algoritmus uceni perceptronu
vyvolal takovy rozruch.

Co vsak tyto pojmy znamenaji? Co jsou to vzory v datech? Co
rozpoznavani téchto vzord znamena? Zacnéme zkoumanim této
tabulky:
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x1 x2 y
4 2 8
1 2 5
0 5 10
2 1 4

Kazdy iadek tabulky predstavuje trojici hodnot proménnych
x1,x2 ay.V téchto datech se skryva jednoduchy vzorec: vkazdém
fadku je hodnota y v urcitém vztahu k odpovidajicim hodnotam
xI a x2. NeZ budete ¢ist dale, zkuste ho odhalit.

V tomto ptipadé lze s tuzkou, papirem a trochou snahy zjistit,
Ze y se rovna xI plus dvakrat x2.

y=x1+ 2x2

Drobna poznamka k formé zapisu: v tomto pripadé se obejde-
me bez znaménka nasobeni (,,X“) mezi dvéma proménnymi nebo
mezi konstantou a proménnou. Napiiklad budeme psat

2 X x2 jako 2x2 a x1 X x2 jako x1x2

V idealnim ptipadé bychom méli psat 2x2 jako 2x, a x1x2 jako
x1x;, kdy proménné by mély byt opatieny indexem. My se vSak
obejdeme i bez dolnich indexd, nebude-li nezbytné nutné je pouzit
(puristé se budou pohorsovat, pomtiZe to vsak udrzet nas text
ptehlednéjsi a snadno vnimatelny o¢ima). Méjte tedy na paméti:
pokud za symbolem, napriklad ,x“ nasleduje ¢islice, naptiklad 2,
¢imz ziskame x2, berte cely symbol jako jednu véc. Pokud symbolu
(feknéme x nebo x2) piredchazi ¢islo, feknéme 9, nebo jiny symbol,
feknéme wi, pak se ¢islo a symbol, respektive oba symboly, spolu
nasobi. Tedy:

2x2 =2 X x2

x1x2 = x1 X x2

w2xl =w2 X x1

Zoufale hleddme vzory 19



Vratime-li se k nasi rovnici, y = x1 + 2x2, miiZeme ji obecné&ji
zapsat nasledovné:

y=wlxl+ w2x2, kdewl =1law2 =2

Pro ujasnéni, nasli jsme jeden z mnoha moznych vztahti mezi
y axl ax2. Mohou existovat i dalsi. A pro tento priklad skute¢né
existuji, pro nase ucely se jimi zde vSak nemusime zabyvat. Hleda-
nivzorl neni zdaleka tak jednoduché, jak naznacuje tento priklad,
ale navede nas k nému.

Identifikovali jsme tzv. linearni vztah mezi y na jedné strané
a xI a x2 na strané druhé (,linedrni“ znamenj, Ze y zavisi pouze
na xI a x2, nikoli na xI nebo x2 umocnéném na néjaky exponent
nebo na néjakém soucinu xI a x2). Slova ,rovnice” a ,vztah“ zde
pak pouzivam zaménitelné.

Vztah mezi y, xI a x2 je dale urcen konstantami wl a wZ. Tyto
konstanty se nazyvaji koeficienty neboli vahy linedrni rovnice
upravujici vztah y k xI a x2. V tomto jednoduchém pripadé nam
k nalezeni hodnot w1 a w2 stacilo se nad daty zamyslet. Casto viak
vztah mezi y a (x1, x2, ...) neni tak zjevny, zvlasté je-li na pravé
strané rovnice vice hodnot.

Vezméme si napiiklad:

y =wlxl + w2x2 + w3x3 + ... + w9x9

Nebo obecnéji pro mnozinu n vah a formalnim matematickym
zapisem:

y =wlxl + w2x2 + w3x3 + ... + wnxn = Z wixi

Vyraz vpravo, se symbolem sumy, je zkrdcenym zapisem souctu
vSech wixi, kde i nabyva hodnot od 1 do n.

V pripadé deviti vstupti byste hodnoty wi az w9 stézi urcili pou-
hym pohledem na data a vypocty zpaméti. A praveé tady prichazi
nafadu uceni. Existuje-li zpGsob, jak vahy zjistit algoritmicky, pak
se dany algoritmus vahy ,uc¢i“. K ¢emu je to vSak dobré?

No, jakmile se naucite vahy - feknéme wl a w2 v naSem cvi¢ném

ptikladu - pak pfti zadani urcité hodnoty xI a x2, kterd v naSem
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pivodnim datovém souboru nebyla, dokaZeme vypocitat hod-
notu y. Reknéme, Ze xI = 5 a x2 = 2. Tyto hodnoty dosadime do
rovnice y = x1 + 2x2, ¢imz ziskame hodnotuy = 9.

Co to ma spolecného s redlnym svétem? Vezméme si velmi
jednoduchy, prakticky a nékdo by ekl naprosto nudny problém.
Reknéme, Ze xI predstavuje pocet obytnych mistnosti v domé,
x2 celkovou plochu a y cenu domu. Predpokladejme, Ze existuje
linedrni vztah mezi (x1, x2) ay. Pak tim, Ze jsme se ,naucili“ vahy
linearni rovnice z urcitych dostupnych tidajii o domech a jejich
cendch, jsme v podstaté vytvorili velmi jednoduchy model, po-
moci néjz lze predikovat cenu domu pi#i daném poctu pokoji
a podlahové plose.

Vyse uvedeny priklad - jako opravdu jen maly kricek - je zacat-
kem strojového uceni. To, co jsme prave provedli, je zjednodusSena
forma toho, cemu se rika rizené uceni (téz uceni s ucitelem, su-
pervised learning). Dostali jsme vzorky dat, které v sobé skryvaly
urcitou korelaci mezi mnozinou vstupli a mnozinou vystupt.
0 takovych datech se rik4, Ze jsou oznacend nebo popsang; fika se
jim také trénovaci data. Ke kazdému vstupu (x1, x2, ..., xn) je ptipo-
jena znacka neboli popisek y. V nasi predchozi ¢iselné tabulce je
tedy dvojice Cisel (4, 2) oznacena y = 8, dvojice (1, 2) popiskem 5
atd. Nasli jsme korelaci. Jakmile na ni ptijdeme (,naucime” se ji),
miuzZeme diky ni piredpovidat hodnoty k novym vstupim, které
nebyly soucasti trénovacich dat.

Provadéli jsme pritom velmi specificky typ FeSeni problémi
zvany regrese, kdy jsme pro urcité dané nezavislé proménné
(x1, x2) sestavili model (rovnici) pro predikci hodnoty zavislé
proménné (). Existuje fada dalSich typt modeld, které jsme mohli
sestavit, a ve vhodnou chvili se k nim také dostaneme.

V tomto pripadé byla korelace neboli vzor tak jednoducha,
Ze nam stacilo malé mnozstvi oznacenych dat. Moderni strojové
uceni jich v§ak vyzaduje radové vice - a dostupnost takovych dat
byla jednim z faktor, které podnitily revoluci vumélé inteligenci.
(Oproti tomu jsou kachnata pravdépodobné obdarena sofistiko-
vanéjsi formou uéeni. Zadna kachna nesedéla a neoznacovala data
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pro sva kacata, a presto se jeji mladata uci. Jak to délaji? Spoiler:
to nevime, ale mozna tim, Ze pochopime, pro¢ se uci stroje, bude-
me moci jednoho dne plné porozumét tomu, jak se uci kachnata
avlastné ilidé).

MizZe se to zdat neuvéritelné, ale tento prvni krok, ktery jsme
ucinili na zna¢né jednoduchém prikladu fizeného uceni, nas pfri-
vadi na cestu k pochopeni modernich hlubokych neuronovych siti,
samozrejmeé krok po kroku (s malymi, jemnymi - a obfas moZna
ani ne tak jemnymi - dousky vektord, matic, linearni algebry, di-
ferencialniho poctu, teorie pravdépodobnosti, statistiky a teorie
optimalizace, s nimiz budeme priibézné podle poti‘eby pracovat).

Prikladem jednoho takového uc¢ebniho algoritmu, na svou dobu
uzasného, byl Rosenblattliv perceptron, s nimz jsme se Kratce
setkali v ivodu. A protoZe byl namodelovan podle vzoru, jakym
podle neurologii funguji lidské neurony, byl opreden tajemnem
a prislibem, Ze perceptrony jednou skutec¢né naplni ocekavani
kladena na umélou inteligenci.

Prvni umély neuron

Kofeny perceptronu sahaji k clanku z roku 1943, ktery publikovala
nesouroda autorska dvojice: filozoficky zaloZeny neurovédec, Cty-
Ficatnik, a teenager bez domova. Warren McCulloch® byl americky
neurofyziolog, ktery vystudoval filozofii, psychologii a medicinu.
Ve 30. letech 20. stoleti se zabyval neuroanatomii, kdy sestavoval
mapy propojeni ¢asti opi¢ich mozkd. Byl pfi tom posedly i ,logi-
kou mozku“!¢ V té dobé jiZ prace matematiki a filozof{, jako byli
Alan Turing, Alfred North Whitehead a Bertrand Russell, nazna-
covaly hlubokou souvislost mezi pocitanim a logikou. P¥ikladem
logické véty je vyrok: ,Je-li P pravda a zaroven Q je pravda, pak
také S je pravda.” Tvrdil, Ze na tuto logiku lze redukovat veSkeré
vypocty.” Pii takovém nahliZeni na proces pocitani bylo otazkou,
ktera McCullocha trapila: je-li mozek vypocetnim zafizenim, jak
se mnozi domnivaji, jak takovou logiku realizuje?
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S témito otdzkami v hlavé se McCulloch v roce 1941 premistil
z Yaleovy univerzity na Illinoiskou, kde se seznamil s mimoiad-
né nadanym teenagerem jménem Walter Pitts. Tento mladik, jiz
uznavany logik (,chranénec vyznamného matematického logika
Rudolfa Carnapa“),'® navstévoval seminare, které v Chicagu vedl
ukrajinsky matematik a fyzik Nicolas Rasevskij.”® Pitts byl vSak
soucasné ,rozpolcenym adolescentem, v podstaté uprchlikem
od rodiny, kterd nedokazala docenit jeho genialitu“?®° McCulloch
se svou zenou Rook poskytli Walterovi domov. ,Nasledovaly
nekonecné vecery, kdy sedéli u kuchytiského stolu u McCullo-
chovych a snazili se prijit na to, jak funguje mozek, pricemz
dcera McCullochovych Taffy kreslila nacrty,” napsal piredni védec
v oblasti informatiky Michael Arbib.? Taffyinymi obrazky byla
pozdéjiilustrovana prace A Logical Calculus of the Ideas Immanent
in Nervous Activity (Logicky pocet pro myslenky spjaté s nervovou
¢innosti) z roku 1943.22

V ni McCulloch s Pittsem navrhli jednoduchy model biologic-
kého neuronu. Nejprve uvadime ilustraci obecného biologického
neuronu (autorstvi viz poznamky):?

Dendrity

Télo
buriky
akno Nervova

é vl
ervove o
N zakonceni

Télo bunky neuronu prijima vstupy prostrednictvim stromo-
vitych vybézki zvanych dendrity. Télo neuronu provadi na téchto
vstupech urcité vypocty a na zakladé jejich vysledki mize vysilat
elektricky signdl Sifici se dalSim del$im vybézkem zvanym ner-
vové vlakno. Signal putuje nervovym vlaknem, azZ dosahne jeho
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rozvétvenych zakonceni, odkud je piedan dendritim sousednich
neurond. A tak to pokracuje dal a dal. Takto propojené neurony
tvori biologickou neuronovou sit.

Z toho vytvorili McCulloch s Pittsem jednoduchy vypocetni
model, umély neuron.? Ukazali, jak lze pomoci jednoho takového
umélého neuronu neboli neurodu (neuron + node, tj. anglicky
uzel) realizovat nékteré zakladni logické operace typu AND, OR,
NOT atd., které jsou zakladnimi stavebnimi kameny digitalnich
vypocti (pro nékteré booleovské operace, jako je exkluzivni OR
neboli XOR, je zapottebi vice nez jednoho neuronu, ale o tom az
pozdéji). Nasleduje nazorny obrazek jednoho neurodu; pismena
»g" a,f“ uvnitf neuronu prozatim ignorujte, za okamzik se k nim

vratime:
x1 :/
g f y
X2 ,\

V této jednoduché verzi McCullochova-Pittsova modelu mohou
byt hodnoty xI a x2 bud’ 0 nebo 1. Formalni notaci mzeme Fici:

x1, x2 € {0,1}

To ¢teme nasledovné: x1 je prvkem mnoziny {0, 1}, x2 je prvkem
mnoziny {0, 1}; xI a x2 tedy mohou nabyvat pouze hodnot 0 nebo 1,
zadnych jinych. Vystup y z neurodu se vypocte tak, Ze nejprve se-
¢teme vstupy a pak ovérime, zda je tento soucet vétsi nebo roven
urcité prahové hodnoté theta (8). Pokud ano, je y rovno 1; pokud
ne, je y rovno 0.

suma = x1 + x2

Pokud suma=6:y =1
Jinak:y=0
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Zobecnime-li tento postup na libovolnou posloupnost vstu-
pu x1, x2, X3, ..., xn, mUZeme zapsat formalni matematicky popis
jednoduchého neurodu. Nejprve definujeme funkci g(x), kde x je
mnozina vstupd (x1, x2, X3, ..., xn) s¢itajici vstupy. Nasledné defi-
nujeme funkci f(g(x)), kterd vezme tento soucet a provede s nim
prahovani, ¢imz vygeneruje vystup y: ten je nulovy, pokud je g(x)
mensinez urcité 6, a 1, je-li g(x) vétsi nebo rovno 6.

g(x)=x1+x2+x3+---+xn:2": Xi
0,z<6
f(z):{l, 226

, 6
y=risen={y 95,

S jednim umélym neuronem, jak jsme si ho popsali, miiZeme
navrhnout néktera zakladni booleovska logicka hradla (naptiklad
AND a OR). U logického hradla AND je vystup y roven 1, jsou-li x1
ix2rovny 1; v opa¢ném pripadé je vystup roven 0.V tomto piipadé
to spliiuje 8 = 2. Nyni bude vystup y roven 1 pouze tehdy, kdyz x1
i x2 budou mit hodnotu 1 (pouze tehdy bude xI + x2 vétsi nebo
rovno 2). S hodnotou 6 si mlzete pohrat pti navrhu dalsich logic-
kych hradel. Napiiklad u hradla OR je vystup roven 1, je-1i xI nebo
x2 rovno 1, jinak je vystup roven 0. Jaka by méla byt hodnota 8?

Tento jednoduchy McCullochiiv-Pittstiv model Ize rozsirit.
Mizete zvysit pocet vstupu. Vstupy lze zavést jako ,inhibi¢ni*
cozZ znamena, Ze xI nebo x2 miiZe mit hodnotu -1. Pokud je jeden
ze vstupl do neurodu inhibi¢ni a vhodné nastavite prahovou
hodnotu, pak neurod bude vzdy vysilat hodnotu 0 bez ohledu na
hodnoty vSech ostatnich vstupd. To umoznuje konstruovat slozi-
téjsi logiku. Podobné jako propojeni vice neurodii tak, Ze vystup
jednoho neurodu poslouZi jako vstup do jiného.

To vSe bylo UiZasné, presto vSak limitujici. McCullochav-Pit-
tsiv (MCP) neuron je vypocetni jednotka, jejimiZ kombinacemi
1ze vytvorit libovolny typ booleovské logiky. Vzhledem k tomu,
ze vSechny digitalni vypocty jsou ve své nejzakladnéjsi podstaté
posloupnosti takovych logickych operaci, mliZete neurony MCP
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na zakladni irovni rizné propojovat a provadét tak libovolné
vypocty. V roce 1943 slo o neobvyklé tvrzeni. Matematické koreny
McCullocha a Pittsova ¢lanku byly pritom evidentni: obsaho-
val pouze tfi odkazy - na Carnapovu studii The Logical Syntax
of Language (Logicka syntaxe jazyka), Hilbertovy a Ackermano-
vy Foundations of Theoretical Logic (Zaklady teoretické logiky)
a Whiteheadova a Russellova Principia Mathematica - a Zadny
z nich nemél nic do ¢inénfi s biologii. O exaktnich zavérech, které
McCullochova a Pittsova prace ptinesla, nebylo pochyb. A presto
byl vysledkem jen stroj, ktery umél pocitat, nikoliv se ucit. Pfede-
vS$im bylo nutno stanovovat ru¢né hodnotu 6; neuron nedokéazal
zkoumat data a tim 6 zjistit.

Neni divu, Ze Rosenblattliv perceptron vyvolal takovy ohlas.
Dokazal se potfebné vahy ucit z dat. V téchto vahach byly zaké-
dovany urcité, byt minimalni, znalosti o zakonitostech v datech,
a ty si svym zptsobem zapamatovaly.

Uceni se z chyb

Rosenblattova védecka prace ¢asto uvadéla jeho studenty v tiZas.
George Nagy, ktery piiSel na Cornellovu univerzitu v Ithace ve
staté New York v roce 1960, aby si u Rosenblatta udélal doktorat,
vzpominal na prochazku, ptiniZ spolu hovoftili o stereoskopickém
vidéni. Rosenblatt Nagyho ohromil svymi znalostmi tohoto téma-
tu. ,Bylo tézké neptipadat si pti hovoru s nim jako naivni,” fekl mi
Nagy,® nyni emeritni profesor na Rensselaerové polytechnickém
institutu ve mésté Troy, stait New York. Rosenblattovu zjevnou
erudici podtrhovalo jeho relativni mladi (byl ani ne o deset let
star$i nez Nagy).

Rosenblattova mladistvost je malem dostala do potiZi béhem
jedné spolecné cesty. Potiebovali se dostat autem z Ithacy na
konferenci do Chicaga. Rosenblatt jeSté€ nemél napsany prispévek,
ktery se chystal prednést, a tak pozadal Nagyho, aby ridil, zatimco
on bude pracovat. Nagy nikdy nevlastnil auto a ridit témér ne-
umél, presto vSak souhlasil. ,BohuZel jsem jel v nékolika pruzich
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najednou a zastavil nas policista,” vypravél mi Nagy. Rosenblatt
policistovi teKl, Ze je profesor a Ze pozadal svého studenta, aby
ridil. ,Policista se rozesmal a rekl: ,Vy nejste profesor, vy jste
student.” Nastésti mél Rosenblatt u sebe dostatek dokladi, aby
policistu presvédcil o své diivéryhodnosti, a ten je nechal jet. Ro-
senblatt zbytek cesty do Chicaga dofidil, zlistal vzhiru ptes noc
a napsal na stroji svou praci, kterou druhy den prednesl. , Takové
véci dokazal,” vzpominal Nagy.

V dobé, kdy Nagy nastoupil na Cornellovu univerzitu, mél jiz
Rosenblatt sestrojeny perceptron Mark [; vime jiZ z ivodu knihy,
Ze to bylo v roce 1958, ¢emuz se dostalo pozornosti v New York
Times. Nagy zacal pracovat na dal$im stroji, nazvaném Tobermory
(pojmenovaném podle mluvici ko¢ky vytvorené H. H. Munroem
alias Sakim), hardwarové neuronové siti urcené pro rozpoznavani
reci. Perceptron Mark I a Rosenblattovy myslenky jiz mezitim
vzbudily zna¢nou pozornost.

V 1été 1958 vénoval editor Casopisu Research Trends vydava-
ného v Cornell Aeronautical Laboratory Rosenblattovi celé ¢islo
(,pro mimoiadny vyznam ¢lanku Dr. Rosenblatta,” jak uvedl re-
daktor). Clanek nesl nazev Ndvrh inteligentniho automatu: Pred-
stavujeme perceptron - stroj, ktery vnimd, rozpozndvd, pamatuje
si a reaguje jako lidskd mysl.?®

Rosenblatt nakonec litoval, Ze si pro oznaceni svého dila vybral
pojem perceptron. ,Rosenblatt si pozdéji velmi vycital, Ze pouzil
slovo, které zni jako stroj,” fekl mi Nagy. Ve skute¢nosti mél Ro-
senblatt oznacenim perceptrony na mysli tfidu modeld nervové
soustavy pro vnimani{ a chapani.

Jeho diraz kladeny na mozek nebyl pfrekvapenim. Rosenblatt
studoval u Jamese Gibsona, jednoho z velikdni na poli zrakové-
ho vnimani. VzhliZel také k McCullochovi a Pittsovi a k Donaldu
Hebbovi, kanadskému psychologovi, ktery v roce 1949 predstavil
model, jak se u¢i biologické neurony (aby bylo jasno, u€eni se zde
tyka uceni se vzorl v datech, nikoli toho druhu uceni, které si
obvykle spojujeme s lidskym poznanim na vysoké trovni). ,Vzdy
o nich mluvil s uznanim,” fekl Nagy.
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McCulloch s Pittem sice vyvinuli modely neuronti, jenZe sité
téchto umélych neuroni se ucit nedokazaly. V souvislosti s bio-
logickymi neurony navrhl Hebb mechanismus uceni, ktery byva
Casto strucné, ale ponékud mylné popisovan takto: ,Neurony,
které se soucasné aktivuji, se zaroven i propojuji.“ (Neurons that
fire together wire together.)? Pfesnéji fe¢eno, podle tohoto zpi-
sobu mysleni se nase mozKky uci, protoZe spojeni mezi neurony
se posiluji, kdyZ se vystup jednoho neuronu stabilné podili na
aktivaci jiného, a oslabuji, kdyZ tomu tak nenf; tento proces se
nazyva hebbovské uceni.?®

Byl to Rosenblatt, kdo prace téchto prikopniki vyuzil a vyvodil
z ni novou predstavu: umélé neurony, které pii u¢eni méni svou
konfiguraci a informace vtéluji do sily svych spojeni.

Jako psycholog nemél Rosenblatt ptistup k potfebnému poci-
taCovému vykonu pro simulaci svych myslenek pomoci hardwaru
nebo softwaru. Proto si z Cornellovy letecké laboratoie pronajal
Cas pocitace IBM-704, pétitunového monstra o velikosti mistnosti.
Spoluprace se ukazala jako plodnd, kdyZ Rosenblattova prace
upoutala pozornost fyzikid a vyustila v clanky nejen v casopisech
o psychologii, ale také v Zurnalech Americké fyzikalni spolec-
nosti.?” Rosenblatt nakonec sestrojil Perceptron Mark I. Zafizeni
mélo kameru, ktera vytvarela obraz o rozmeérech 20 x 20 pixela.
KdyZ byly tyto obrazky perceptronu zobrazeny, dokazal rozpoznat
pismena abecedy. Nejde vsak o to, Ze Mark [ rozpoznaval znaky;,
fekl Nagy. Vzdyt systémy optického rozpoznavani znaki, které
mély stejné schopnosti, byly komercné dostupné jiz v poloviné
50. let.,Jde o to, Ze se Mark I naucil rozpoznavat pismena tim, Ze
pti chybé dostaval negativni zpétnou vazbu!“ prohlasil Nagy ve
své prednasce.®

Co vSak ptesné perceptron je a jak probihalo jeho uceni? Ve
své nejjednodussi podobé je perceptron rozsifeny McCullochtiv-
-Pittstiv neuron vybaveny ucicim algoritmem. Na ukazce vidite
priklad se dvéma vstupy. VSimnéte si, Ze kazdy vstup je nasoben
odpovidajici vahou (je zde také dalsi vstup, b, jehoz divod bude
brzy jasny):
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w1x1

w2x2 ,\

Vypocet provadény perceptronem vypada takto:

suma =wlxl +w2x2 + b
Pokud suma>0:y =1
Jinak:y = —1

Obecnéji a matematickym zapisem:
gx)=wlxl+w2x2+---+wnxn+b= Z wixi+b
i=1

-1,z<0

f(z):{ 1,z>0

y=rge={7IW=?

Hlavni rozdil oproti diive predstavenému McCullochové-Pitt-
sové (MCP) modelu spociva v tom, Ze vstupy perceptronu nemu-
seji byt bindrni (0 nebo 1), ale mohou nabyvat libovolnych hodnot.
Také tyto vstupy jsou vynasobeny odpovidajicimi vdhami, takze
nyni mame vazeny soucet. K tomu pristupuje dalsi ¢len b, zkres-
leni. Vystup y je bud’ -1, nebo +1 (misto 0 nebo 1 jako u neuronu
MCP). Podstatné je, Ze na rozdil od neuronu MCP se perceptron
muzZe spravnou hodnotu vah a zkresleni pro feseni urcitého pro-
blému naucit.

Abychom pochopili, jak to funguje, uvaZujme perceptron, ktery
se snazi klasifikovat osoby jako obézni, y = +1, nebo neobézni,
y = -1. Vstupy jsou t&lesna hmotnost xI a vy$ka x2. Reknéme,
Ze datovy soubor obsahuje sto vstupt, piicemz kazdy vstup se

Zoufale hleddme vzory 29



sklada z télesné hmotnosti a vysky osoby a priznaku (popisku),
ktery 1ika, zda zda 1ékar povaZuje osobu za obézni ¢i neobézni,
podle smérnic stanovenych americkym Narodnim ustavem pro
srdce, plice a krev (NHLBI). Ukolem perceptronu je ,naucit” se
hodnoty w1 a w2 a hodnotu vyrazu zkresleni b tak, aby spravné
klasifikoval kaZdou osobu v souboru dat jako obézni, nebo ne-
obézni. Poznamka: analyzujeme télesnou hmotnost a hovorime
také o vahach perceptronu (wl a w2); v nasledujicim textu tedy
slova ,hmotnost” a ,vdha“ nezaménuijte.

Jakmile se perceptron nauci spravné hodnoty vah wi a w2
a ¢lenu zkresleni, je pripraven davat predikce. Pti zadan{ télesné
hmotnosti a vy$ky jiné osoby (kterd nebyla v piivodnim datovém
souboru, takze nejde o jednoduché vyhledani v tabulce zdznam)
dokaze perceptron tuto osobu Kklasifikovat jako obézni, nebo ne-
obézni. Tento model je samozi'ejmé zaloZen na nékolika predpo-
kladech, z nichZ mnohé souviseji s rozdélenim pravdépodobnosti,
knimZ se dostaneme v nasledujicich kapitolach. Perceptron vsak
¢ini jeden zdsadni predpoklad: predpoklad3, Ze existuje jasna
délici ¢ara mezi kategoriemi lidi klasifikovanymi jako obézni
a klasifikovanymi jako neobézni.

Kdybyste, jedna-li se o tento jednoduchy priklad, vynesli téles-
nou hmotnost a vysku lidi do grafu XY, hmotnost na ose x a vysku
na ose y tak, Ze kazdy ¢lovék bude bodem v grafu, pak pfedpoklad
sjasné délici cary” 1ika, ze existuje primka, ktera oddéluje body
predstavujici obézni a body pfedstavujici neobézni osoby. Pokud
tomu tak je, rika se, Ze datovy soubor je linearné oddélitelny.

Zde je grafické znazornéni toho, co se déje, kdyZz se perceptron
uci. Zatneme se dvéma mnozinami datovych bodd, z nichz jedna je
predstavovana Cernymi kolecky (y = +1, obézni) a druha cernymi
trojuhelnicky (y = -1, neobézni). Kazdy datovy bod je popsan
dvojici hodnot (x1, x2), kde x1 je télesnd hmotnost daného ¢lovéka
v kilogramech, vynesend na osu x, a x2 je jeho vyska v centimet-
rech, vynesena na osu y.
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Vyska v cm

Hmotnost v kg

Perceptron za¢ina s vdhami wl a w2 a zkreslenim nastavenym
na nulu. Vahy a zkresleni predstavuji pfimku v roviné XY. Per-
ceptron se pak snazi najit délici primku definovanou urcitou
mnoZinou hodnot vah a zkresleni, ktera by od sebe oddélila oba
druhy bodt. Na zacatku Klasifikuje nékteré body spravné a jiné
nespravné. Dva z nespravnych pokusi jsou znazornény Sedymi
¢arkovanymi Carami. V tomto pripadé je patrné, Ze v jednom po-
kusu lezi vSechny body na jedné strané pirerusované cary, takze
trojuhelnicky klasifikuje spravné, ale kolecka nikoli, v dalSim po-
kusu pak spravné klasifikuje kolecka, av§ak chybné zase nékteré
trojuhelnicky. Perceptron se ze svych chyb uci a upravuje své vahy
a zkresleni. Po mnoha priichodech daty nakonec objevi alespor
jednu mnozinu spravnych hodnot svych vah a ¢lenu zkresleni. Na-
jde primku, kterd od sebe shluky oddéluje: kolecka a trojuhelnic-
ky lezi na opa¢nych stranach od ni. V naSem grafu je zndzornéna
jako plnd ¢erna ¢ara, rozdélujici prostor souradnicového systému
na dvé oblasti (z nichZ jedna je Sedé vystinovand). Vahy naucené
perceptronem urcuji sklon primky, zkresleni vzdalenost neboli
posun piimky od pocatku.

Jakmile se perceptron nauci korelaci mezi fyzickymi charak-
teristikami clovéka (hmotnosti a vySkou) a tim, zda dand osoba
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je obézni (y = +1 nebo -1), mGzete mu zadat hmotnost a vysku
clovéka, jehoz data nebyla pri tréninku pouzita, a perceptron vam
tekne, zda by mél byt klasifikovan jako obézni. Perceptron nyni
samoziejmé predikuje, jak nejlépe umi, protoZe se naucil vahy
a zkresleni, avSak jeho predikce miize byt chybna. Ptijdete na to,
proc¢? Zkuste, zda dokaZete odhalit problém pouhym pohledem
na graf. (Napovéda: kolik rtiznych ¢ar dokazete nakreslit, aby se
vam podarilo oddélit kolecka od trojuhelnickti?) Jak uvidime, vel-
ka cast strojového uceni spociva praveé v minimalizaci predikéni
chyby (chyby predpovédi).

To, co je popsano vyse, je jedna jednotka perceptronu neboli
jeden umély neuron. Zda se to jednoduché a mozna si rikate, proc
kolem toho délame tolik povyku. Inu, predstavte si, Ze by pocet
vstuptli do perceptronu piesahl dva (x1, x2, x3, x4 atd.), pricemz
kazdy vstup (xi) by dostal vlastni osu. K vyreseni problému vam
uz nebudou stacit jednoduché vypocty. K oddéleni dvou shlukad,
které nyni existuji v mnohem vice nez dvou dimenzich, jiz ne-
staci primka. Mate-li naptiklad tri body (x1, x2, x3), budou data
trojrozmérna, a abyste je od sebe oddélili, potiebujete 2D rovinu.
Pti 4 a vice dimenzich potrebujete nadrovinu (kterou si nasi 3D
mysli nedokdZeme piedstavit). Obecné se tento vicerozmérny
ekvivalent 1D primky nebo 2D roviny nazyva nadrovina.

Nyni se vratme do roku 1959. Rosenblatt sestrojil sviij Per-
ceptron Mark I z mnoZzstvi takovych jednotek. Stroj dokazal zpra-
covat obrazek o rozmérech 20 x 20 - celkem 400 pixeld, pficemz
kazdému pixelu odpovidala vstupni hodnota x. Mark I tedy pfi-
jimal jako vstup dlouhou radu hodnot: x1, x2, x3, ..., x400. Slozi-
tym usporadanim umélych neuront, jak s pevnymi, nahodnymi
vahami, tak s vahami, které se daly naucit, dochazelo k proméné
tohoto vektoru 400 hodnot na vystupni signal, pomoci néhoZz bylo
moZzno rozeznavat vzor v obraze. (Jedna se o velmi zjednoduseny
popis. Nékteré vypocty byly natolik sloZité, Ze k nim byl zapotiebi
pocita¢ IBM 704. Do detailti této architektury nahlédneme v ka-
pitole 10.) Mark I se dokazal naucit zatfidovat pismena abecedy
zakddovana v téchto hodnotach pixelti. Cela tato logika, rozsiena
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na 400 vstupt, byla implementovana hardwaroveé. Jakmile se stroj
naucil, mél své znalosti uloZzeny v silach (vahach) svych spojeni.
Neni divu, Ze lidé popoustéli uzdu své fantazii.

Pokud vs$ak bliZe prozkoumate, co se perceptron uci, vyjdou -
samozrejmeé pri zpétném pohledu - jeho omezeni najevo. Algo-
ritmus pomahd perceptronu nabyvat znalosti o korelacich mezi
hodnotami mnozin (x1, x2, ..., x400) a odpovidajici hodnotou y, po-
kud takové korelace v datech existuji. Jisté, uci se korelace, aniZ by
mu bylo explicitné receno, o jaké korelace se jedna, nicméné jsou
to korelace. Je rozpoznani korelaci totéz, co mysleni a uvazovani?
OvSemzZe pokud Mark I rozlisil pismeno B od pismene G, ridil se
prosté vzory a nepiikladal témto pismentm zadny vyznam, ktery
by vedl k dal$imu uvaZovani. Takové otazky jsou jAddrem moderni
debaty o limitech hlubokych neuronovych siti, iZasnych potomki
perceptront. Existuje souvislost, ktera spojuje tyto rané percept-
rony s technologii rozsahlych jazykovych modeli nebo umélou
inteligenci vyvijenou naptiklad pro samotidici automobily. Tato
souvislost nenf piim4, jde spiSe o dlouhou a klikatou trajektorii
s faleSnymi odbockami a slepymi ulickami. Presto vsak je to fas-
cinujici a zajimava cesta a my se na ni nyni vydavame.

Sestrojeni perceptronu bylo velkym tspéchem. Jesté vétSim
uspéchem byl matematicky diikaz, Ze jedna vrstva perceptrond
vZdy najde linedrné oddélujici nadrovinu, pokud jsou data linearné
oddélitelna. Pochopeni tohoto diikazu bude vyzadovat, abychom
se seznamili s vektory a poznali, pro¢ tvori zdklad metod pouZi-
vanych k reprezentaci dat ve strojovém uceni. Je to nase prvni
matematicka zastavka.
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Kapitola 2
VSichni jsme tu jen ¢€isla

Necely mésic pred svou smrti v zafi 1865 napsal irsky matematik
William Rowan Hamilton dopis ve ¢tyiech odstavcich® svému sy-
novi. Vtomto dopise Hamilton mimo jiné vzpominal na prochazku
kolem Kralovského kanalu v irském Dublinu. Bylo to 16. fijna 1843.
Hamilton se se svou Zenou nachazel na cesté na zasedani Kralov-
ské irské akademie. Kdyz dosli pod Broughamtiv most, Hamilton,
ktery sejiz vice nez deset let potykal s hlubokymi matematickymi
otazkami, dostal zablesk inspirace. ,,Zdalo se, Ze se uzavira elekt-
ricky obvod; a zajiskfilo to... Nemohl jsem odolat nutkani - jakkoli
nefilozofickému - vyryt nozem do kamene Broughamova mostu,
pod nimZ jsme prochazeli, zakladni vzorec se symboly, i, j, k, a sice
i’=j=k=ik=-1"%

Hamilton dopis synovi podepsal nasledujicimi slovy: , Tento
dopis uzaviram timto kvaternionem odstavcti... (kurziva je moje)
Tvij laskyplny otec, William Rowan Hamilton.“3*

Slovo kvaternion (,,Ctverice) pouZil zamérné. Jde o matematic-
Ky atvar sloZeny ze Ctyi prvki s velmi zvlastnimi a neobvyklymi
vlastnostmi, na ktery Hamilton prisSel onoho osudného dne pod
Broughamovym mostem. Rovnice, kterou vyryl do kamene a ktera
predstavuje obecnou podobu kvaternionu, je jednim z nejslav-
néjsich prikladd matematického graffiti. Original, ktery ovSem
jiz davno sesel, byl nahrazen oficialni pamétni deskou s napisem:

Zde prochazeje
16. fijna 1843
Sir William Rowan Hamilton
v zablesku geniality objevil
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zakladni vzorec pro
nasobeni kvaternioni
2= =Kk =ijk=-1
avryl ho do kamene tohoto mostu.®

Kvaterniony jsou exotické entity a nas se netykaji. Aby vSak
Hamilton mohl sestrojit algebraicky aparat pro nakladani s kva-
terniony, vypracoval nékteré dalSi matematické principy, které
se staly zakladem strojového uceni. Zejména zavedl pojmy skalar
a vektor:3® V dnesni dobé vétsina z nds o Hamiltonovi pravdépo-
dobné neuslysi, jsou ndm vSak povédomé pojmy skalar a vektor,
i kdyZ ne jejich formalni definice. Zde je stru¢ny tivod do problema-
tiky. Uvazujme muze, ktery ujde 5 Kilometra. Ve vztahu k tomuto
tvrzeni mizeme o tom, co tento muz ucinil, ¥ici pouze jediné
Cislo: vzdalenost, kterou usel. To je skalarni veli¢ina, samostatné
Cislo. Kdybychom vSak rekli, Ze muZz uSel 5 km severovychodnim
smérem, méli bychom informace dvé: uslou vzdalenost a smér. To
lze zndzornit vektorem. Vektor ma tedy jednak délku (velikost),
jednak i smér. V grafu niZe je vektorem Sipka o velikosti 5.

Sever

Vychod

Prozkoumate-li vektor pozorné, zjistite, Ze ma dvé slozky: jednu
ve sméru osy x a druhou ve sméru osy y. Je to totéz jako rict, Ze muz
urazil 4 km smérem na vychod a 3 km smérem na sever. Vektor
predstavujici skute¢nou chtizi je Sipka smérujici z bodu o sou-
fadnicich (0, 0) do bodu (4, 3), udavajici jak smér, tak vzdalenost.
Velikost vektoru je rovna délce prepony pravothlého trojihelniku
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tvotfeného vektorem a jeho sloZkami ve sméru os x a y. V tomto
pripadé se jedna o délku pirepony pravothlého trojihelniku. Ve-
likost neboli délka vektoru je tedy rovna v4%+ 32 =5,

Uvazovani ve vektorech, bez formalnich metod jejich reprezen-
tace a operaci s nimi, existovalo uz pred Hamiltonem. Napiiklad jiz
koncem 17. stoleti uvaZoval Isaac Newton o vektorovych entitach,
jako je zrychleni a sila, geometricky. Druhy Newtontv pohybovy
zakon tik3, Ze zrychleni, jimzZ se téleso pohybuje, je tmérné sile,
ktera na néj pisobi, a Ze zrychleni télesa i sila maji stejny smér.
Prvni dlisledek Newtonovych pohybovych zakont v jeho knize
Principia tika: , Téleso, na néZ piisobi soucasné dvé sily, opise
uhlopricku rovnobézniku za stejnou dobu, za jakou by opsalo
jeho strany, kdyby tyto sily plisobily samostatné.”*” To je vyrok
vyuzivajici geometrie k secteni dvou vektort, i kdyz Newton tyto
veliCiny nenazval vektory.

Abychom s¢itani vektord pochopili, miiZeme se vratit k nasi
osobé, kterd usla 5 km, reprezentovanych vektorem smétujicim
zbodu (0, 0) do bodu (4, 3). Po dosaZeni cile se osoba oto¢i sever-
néji, takze v souradnicové soustavé dosdhne bodu (6, 9): fakticky
usla dalsi 2 km smérem na vychod a dal$ich 6 km smérem na se-
ver. To je zndzornéno druhym vektorem, Sipkou vedenou z bodu
(4, 3) do bodu (6, 9). Tento novy vektor ma slozku x o hodnoté
2 ay o hodnoté 6. Jakou celkovou vzdalenost tento ¢lovék usel?
Ajaka je cista vzdalenost v souradnicové soustavé XY od pocatku
do konecného cile? Odpovédi na obé otadzky vam ukaZe tento graf:

Sever

Vychod
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Velikosti obou jednotlivych vektori neboli délky prochazek
jsouv4? +32 =25 =5av22 + 62 = V4 + 36 = V40 = 6,32. Celkova
vzdalenost, kterou ¢lovék ujde, tedy je 5 + 6,32 = 11,32 km.

Vyslednym vektorem je Sipka vedena z poc¢atku do kone¢ného
cile (6,9) ajeji velikost je V62 + 92 = V36 + 81 = V117 = 10,82. Cista
vzdalenost v souradnicové soustavé XY je 10,82 km.

To nam nyni pomiize pochopit, co Fikal Newton. Reknéme, Ze
zrychleni zplisobené jednou silou ptisobici na téleso je dano vekto-
rem (2, 6) azrychleni zptisobené jinou silou na totéz téleso je dano
vektorem (4, 3). Obé sily piisobi na téleso soucasné. Jaké je celkové
zrychleni télesa? Geometricka interpretace Newtonovych tvrzen{
spociva v nakresleni rovnobézniku, jak je znazornéno na obrazku
niZe; ¢isté zrychleni je pak dano thlopfri¢nym vektorem (6, 9):

Sever

Vychod

Je-li zrychleni v jednotkdch m/s? pak ¢isté zrychleni je dano
velikosti vektoru (6, 9), coZ se rovna 10,82 m/s? ve sméru SipKky.

Pro sc¢itani jsem v tomto pripadé zvolil stejné vektory jako
v prikladu s kracejici osobou, zde vSak oba vektory predstavuji
zrychleni, ne vzdalenost, a oba maji poc¢atek vbodé (0, 0). To vim
tik3, Ze vektor (2, 6) je stejny vektor bez ohledu na to, zda vycha-
zi z bodu (0, 0) nebo z bodu (4, 3), jako v pfedchozim prikladu.
Dilezitou vlastnosti vektori je, Ze Sipku reprezentujici vektor
muzeme v souiadnicové soustaveé posouvat, a nezménime-li délku
SipKky ani jeji orientaci, jedna se o tentyZ vektor. Pro¢? Inu proto,
Ze jsme nezmeénili jeho délku ani smér, tedy dvé vlastnosti, jimiz
je vektor definovan.
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KdyZ Newton v roce 1687 publikoval svou knihu Principia, ne-
bylo nic z toho chapano jako formalni pocatky vektorové analyzy.
Jeho soucasnik Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) vSak mél
vice nez jen ponéti o tomto novém zpisobu uvazovani. V roce
1679 v dopise jinému svému soucasnikovi, Christianu Huygensovi,
napsal: ,Jsem presvédcen, Ze jsem nasel zpisob..., jak 1ze znazor-
novat ¢isla, a dokonce i stroje a pohyby pomoci znaku - tak, jako
se v algebte znazortuji ¢isla nebo veli¢iny.”*® Leibniz své myslenky
nikdy plné neformalizoval, ovsem jeho proziravost - jak uvidime, az
pochopime vyznam vektord pro strojové uceni — byla ohromujici.
Po Leibnizovi vyvinula fada dal$ich matematiki, v¢etné Johanna
Carla Friedricha Gausse (1777-1855), metody geometrické repre-
zentace urcitych typ ¢isel ve dvou rozmérech, coZ ptipravilo piidu
pro Hamiltontiv objev kvaternioni a formalizaci vektorové analyzy.

Vektory jako €isla

Prace s vektory nemusi byt jen geometricka. Miizeme prejit k ope-
racim s ¢isly zapsanymi v urcitém tvaru. A u strojového uceni
musime vlastné o vektorech pravé takto premyslet. Napriklad
zrychleni zplsobena dvéma silami v predchozim piikladu jsou
prosté pole o dvou ¢islech, [4,3] a [2, 6]. Jejich secteni je totéZ jako
secteni jednotlivych slozek kazdého vektoru (umisténych svisle
na sebou, do sloupce). O Sipky se nemusite starat:

5]+ [l =5
Odecitani vektori je podobné.
[5]-[e] = 5]
K ¢emu zde doslo? Proc je slozka y vysledného vektoru zapor-

na? Predstavuji-li tato ¢isla stale zrychleni, pak odecteni znamens,
Ze druha sila pisobi proti prvni sile; podél osy x je zrychleni jen
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o néco mensi, nez kdyZ jsme oba vektory secetli, ale stale kladné,
ovSem podél osy y nyni sila pisobi proti pivodnimu sméru po-
hybu, coz vede ke zpomaleni.
Vektor lze vynasobit skaldrem - staci vynasobit kazdy prvek
vektoru timto skalarem.
4 20
5 X [3] = [15

Z geometrického hlediska je to totéZz, jako kdybyste Sipku (nebo
vektor) natahli pétkrat stejnym smérem. Velikost pivodniho
vektoru je 5. Jeho pétindsobné zvétSeni ndm dava novou velikost
25. Pokud byste vypocitali velikost nového vektoru pomoci jeho
zvétSenych soutadnic, opét dostanete:

V20?2 + 152 = V400 + 225 =625 = 25

Existuje jesté jeden zplisob reprezentace vektort. Omezime-li
se na dva rozméry, predstavime si vektor délky jedna, i, ve sméru
x, a vektor délky jedna, j, ve sméru osy y. VSimnéte si, Ze i ij jsou
napsany malymi pismeny a tu¢né: znamena to, Ze se jedna o vekto-
ry. TakZe i si mizeme predstavit jako Sipku, ktera sméruje z (0, 0)
do (1, 0), a j jako Sipku, ktera sméruje z (0, 0) do (0, 1). Oba maji
velikost 1 a tika se jim také jednotkové vektory. Za této situace
1ze vektory (4, 3) a (2, 6) v kartézské souradnicové soustavé za-
psat takto: 41 + 3j respektive 2i + 6j. Je to totéz, jako kdybychom
tekli, Ze vektor (4, 3) ma délku 4 jednotky ve sméru osy x a délku
3jednotky ve sméru osy y a vektor (2, 6) 2 jednotky ve sméru osy
x a 6 jednotek ve sméru osy y. Pismenai a j jsou zkratkami zastu-
pujicimi vektory. Je také namisté zdlraznit, Ze jednotkovy vektor
je prosté vektor s velikosti 1; nemusi splyvat ani byt rovnobézny
s kolmymi osami soufadnicové soustavy.

Tyto tvahy plati i pro vicerozmérné prostory (vyssi dimenze),
k nimz se jeSté dostaneme. Prozatim nam zvladnuti matematic-
kych operaci s dvourozmérnymi (2D) vektory a jejich odpovidaji-
ciho geometrického vyznamu vyrazné pomize pochopit roli jejich
vicerozmérnych ekvivalentti ve strojovém uceni.
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Skalarni soucin

Dalsi diilezitou operaci s vektory je tzv. skalarni soucin. Uvazujme
vektor (4, 0), fikejme mu a, a vektor (5, 5), fikejme mu b (mala
tucna pismena a a b opét znaci, Ze se jedna o vektory). Slovné je
skalarni soucin vektord a.b definovan jako velikost vektoru a na-
sobena priimétem vektoru b do vektoru a, kde priimét si miizeme
predstavit jako ,stin vrzeny“*® jednim vektorem na druhy.
Velikost vektoru a se znaci ||a|| nebo |a|. Projekce vektoru b do
sméru vektoru a je dana velikosti b neboli ||b|| vynasobenou kosi-
nem thlu mezi obéma vektory. Mezi vektory, které jsme zvolili, je
uhel 45 stupni (neboli % radiani), jak je znazornéno vyse v grafu.
Tedy:

a.b=||a||x||b||xcos (1/4)

cos(m/4) = %
la]l =v4> + 02 =4

lIb]| = V52 + 5 = V50 = 5v2

1
Sab=4x5/2x —=20
V2

Poznamka: symbol = znamend ,,z toho plyne*

Nyni proved'me nékolik drobnych tprav. Necht vektor aje dan
(1,0), vektor b (3,3).

Vektor a ma velikost 1, je to tedy jednotkovy vektor. Pokud
bychom nyni provedli skalarni soucin a.b, dostaneme:

a.b =||a|| X [|b]] X cos(mr/4)
=1 x 3V2 X cos(m/4)
1
=1x3V2x—

V2
=3
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Ukazuje se, Ze skalarni soucin je roven x-ové sloZce vektoru
b neboli stinu, ktery vrha b na osu x, ve sméru jednotkového
vektoru. To ma vyznamnou geometrickou interpretaci: jestlize
jeden z vektord ucastnici se skalarniho sou¢inu ma délku 1, pak
se skaldrni soucin rovna pramétu druhého vektoru do vektoru
jednotkové délky. V naSem konkrétnim piipadeé jednotkovy vektor
ma smér osy x, takZe primétem vektoru b na osu x je zkratka jeho
slozka x, tedy 3.

Na skalarnich soucinech je vSak pozoruhodna jesté dalsi véc.
Tato geometricka zakonitost plati, i kdyZ jednotkovy vektor neleZi
ve sméru zadné z os. Reknéme, Ze a je vektor (1/v/2, 1/7/2). Jeho
velikost je jedna, jde tedy o jednotkovy vektor, ktery vsak svira
s osou x thel 45°. Reknéme, Ze b je vektor (1,3). Skalarni soucin a.b
je lla]l X ||b]| X cos(8), coZserovnalx ||b]|| X cos(8), cozje znovu
pramét vektoru b na pirimku, ktera je prodlouzenim vektoru a.
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Dalsi daleZitou véci, kterou ndm skalarni sou¢in o dvou vekto-
rech rika, je to, zda spolu sviraji pravy thel neboli zda jsou kolmé.
Sviraji-li pravy thel, pak se kosinus (90°) rovna nule. Bez ohledu
na délku vektort tedy bude jejich skalarni soucin neboli projekce
vektoru b do vektoru a vzdy nulova. A naopak, je-li skalarni soucin
dvou vektort roven nule, jsou na sebe kolmé.

Jak bychom vypocetli skalarni soucin, kdybychom pouzili dru-
hy zminény zptisob reprezentace vektortli, pomoci jejich slozek,
anezname-li thel mezi obéma vektory?

Reknéme, 7e a = ali + a2j a b = bli + b2j. Potom:

a.b = (ali + a2j). (b1i + b2j) =
albl X i.i + alb2 X ij + a2bl X j.i + a2b2 X j.j

Vsimnéte si, Ze druhy a tfeti ¢len rovnice jsou nulové. Vektory
iajjsou vzajemné kolmé, i.j a j.i jsou tedy nulové. Také plati, Ze
i.i aj.j se rovnaji 1. Zbyva nam pouze skalarni velic¢ina:

a.b =albl + a2b2

Stroje a vektory

Pokud se vam zd3, Ze je to vSechno vzdalené strojovému uceni,
perceptroniim a hlubokym neuronovym sitim, bud'te si jisti, Ze
tomu tak neni. Je to jejich tstfednim bodem. A my se k nému
dostavame milovymi kroky, pficemz opatrné naslapujeme jen na
kameny, které jsou nezbytné jako pevna opora.

Je Cas vratit se k perceptronu a premyslet o ném vektorové. Za-
mérem je ziskat geometricky nahled na to, jak datové body a vahy
perceptronu reprezentovat formou vektort a jak si predstavit, co
se déje, kdyZ se perceptron snazi najit linedrné oddélujici nadro-
vinu, kterd rozdéli datové body do dvou shlukii. Velka ¢ast toho
souvisi s vyuzitim skalarnich soucint vektora k nalezeni jejich
relativnich vzdalenosti od nadroviny, jak uvidime.
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Pfipomenme si obecnou rovnici perceptronu, ktera tika, Ze
perceptron dava vystup 1, je-li vaZeny soucet jeho vstupt plus
urcity ¢len zkresleni b vétsi nez 0, jinak je vystupem -1.

g(x) =wixl + w2x2 +--- + wnxn + b = Z wixi+b
-1,z<0

f(z):{ 1,z>0

y=rgey={7sW=?

=i

Provedli jsme jemnou zménu v notaci, kterou jsme pouzivali
drive: argumentem funkce g je nyni vektor; v predchozi kapitole,
kde jsme jesté neméli princip vektori zaveden, jsme misto g(x)
pouzivali prosté g(x). Ziistanime u dvourozmérného pripadu, kdy
jsou datové body dany rtiznymi hodnotami pro (xI, x2) a vahy
perceptronu jsou urceny (wl, w2). Perceptron nejprve vypocita
vazeny soucet vstupti:

wixl + w2x2

JestliZe je tento vaZeny soucet vyssi neZ urcita prahova hod-
nota, nazvéme ji -b, pak vystupem perceptronu y je 1. Vopacném
ptipadé je to -1. Tedy:

B {—1, wixl + w2x2 < -b
Y= 1, wixl + w2x2 > b

To Ize prepsat nasledovné:

_{—1, wixl + w2x2+b <6
V=1 1, wixl + w2x2 +b> 6

NavaZme na na$i vektorovou interpretaci. MnoZzina vah (wl,
wZ2) neni nic jiného nez vektor w. Co vSak w presné predstavuje?
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Na obrazku vyse je zobrazen vahovy vektor w = (2,5; 1,5). Zob-
razuje také jednotkovy vektor u ve stejném sméru. Pferusovana
¢ara nam udava smeér, v némz leZi oba vektory. Nakresleme plnou
¢ernou piimku kolmou k vektortim w a u. Tato piimka oddéluje
vystinovanou oblast od zbytku souradnicového prostoru. Pokud
bychom se tedy snazili najit pfimku, ktera jasné rozdéluje rovinu
XY na dvé oblasti, vystinovanou a nevystinovanou, pak ndm k ur-
¢enfi takové hranice staci vektor w nebo odpovidajici jednotkovy
vektor u. Touto hranici je piimka, pokud délime 2D prostor, rovina
pii déleni 3D prostoru a nadrovina pri vice rozmérech.

N34S drivéjsi pohled na algoritmus uceni perceptronu ukazal, Ze
se snazi najit nadrovinu, ktera rozdéluje souradnicovy prostor na
dvé ¢asti. Je-1i plna ¢ara na vySe uvedeném obrazku délici nadro-
vinou, pak je k ni vektor w kolmy a charakterizuje tuto nadrovinu.
To, co se perceptron nauci, je vhodna mnoZina vah. Tyto vahy tvori
vektor w. Ménite-li vahy perceptronu, ménite tim smér vektoru w
a tim ménite i orientaci nadroviny, ktera je vzdy na vektor w kol-
ma. A co plati pro vektor w, plati také pro jednotkovy vektor u,
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